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ПРШ
—
практически равномерная шкала;
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Введение

Прогресс науки и техники, производство и повседневная деятельность человека связаны с проведением измерений различных физических величин (ФВ). Научной основой измерений ФВ является метрология, главной задачей которой является обеспечение единства измерений ФВ в России, основанное на принятом в 2008 г. Федеральном законе РФ от 26 июня 2008 г. № 102 «Об обеспечении единства измерений». Основоположником российской метрологии является великий русский ученый Д.И. Менделеев.
Единство измерений – состояние измерений, характеризующееся тем, что их результаты выражаются в узаконенных единицах, размеры которых в установленных пределах равны размерам единиц, воспроизводимых первичными эталонами, а погрешности результатов измерений известны и с заданной вероятностью не выходят за установленные пределы. 
Для обеспечения единства измерений в России создана нормативная база – Государственная система обеспечения единства измерений, представляющая собой комплекс нормативных документов межрегионального и межотраслевого уровней, устанавливающих правила, нормы, требования, направленные на достижение и поддержание единства измерений в стране (при требуемой точности), утверждаемых Федеральным агентством по техническому регулированию и метрологии (Ростехрегулирование). Технической основой обеспечения единства измерений является эталонная база Российской Федерации.

Метрологический контроль и надзор за обеспечением единства измерений осуществляют: 

•
Государственная метрологическая служба;

•
метрологические службы государственных органов управления;

•
метрологические службы юридических лиц.

•
государственные службы обеспечения единства измерений, которые осуществляют межрегиональную и межотраслевую координацию работ по обеспечению единства измерений в закрепленных видах деятельности.

Государственная метрологическая служба (ГМС) – метрологическая служба, выполняющая работы по обеспечению единства измерений в стране на межрегиональном и межотраслевом уровне и осуществляющая государственный метрологический контроль и надзор. В нее входят: 

•
государственные научные метрологические центры;

•
метрологические научно-исследовательские институты;

•
органы ГМС на территориях субъектов РФ (Центры стандартизации, метрологи и сертификации). 

Метрологическая служба государственного органа управления – метрологическая служба, выполняющая работы по обеспечению единства измерений и осуществляющая метрологический надзор и контроль в пределах какого-либо министерства (ведомства). Если же она занимается обеспечением единства измерений и метрологическим контролем и надзором на каком-либо предприятии (в организации), то она - метрологическая служба предприятия (организации). 

Государственный научный метрологический центр (ГНМЦ) – метрологический научно-исследовательский институт, несущий в соответствии с законодательством страны ответственность за создание, хранение и применение государственных эталонов, разработку нормативных документов по обеспечению единства измерений в закрепленном за ним виде измерений. 

Орган ГМС – структурное подразделение Ростехрегулирования страны, осуществляющее государственный метрологический контроль и надзор на закрепленной территории. 
Государственный метрологический контроль – деятельность, осуществляемая ГМС по: 
-
утверждению типа средств измерений (СИ) и их поверке (включая рабочие эталоны); 
-
лицензированию деятельности юридических и физических лиц по изготовлению, ремонту, продаже и прокату СИ [лицензия на изготовление (ремонт, продажу, прокат) СИ представляет собой документ, удостоверяющий право заниматься указанными видами деятельности и выдаваемый органом ГМС];
-
надзору за выпуском, состоянием и применением СИ (включая рабочие эталоны), за аттестованными методиками измерений, соблюдением метрологических правил и норм, за количеством товаров при продаже, а также за количеством фасованных товаров в упаковках любого вида при их расфасовке и продаже. 

Утверждение типа СИ – решение уполномоченного на это государственного органа управления о признании типа СИ узаконенным для применения на основании результатов их испытаний ГНМЦ или другой специализированной организацией, аккредитованной Ростехрегулированием страны. Решение об утверждении типа СИ удостоверяется выдачей Ростехрегулированием страны сертификата. Соответствие СИ утвержденному типу контролируют органы ГМС по месту расположения изготовителей или пользователей этих СИ. 

Поверка СИ – установление органом ГМС (или другим официально уполномоченным органом, организацией) пригодности СИ к применению на основании экспериментально определяемых метрологических характеристик и подтверждения их соответствия установленным обязательным требованиям. Поверку проводят специально обученные специалисты, аттестованные в качестве поверителей органами ГМС, в соответствии с обязательными требованиями, установленными нормативными документами. При поверке используют эталон. Результаты поверки СИ, признанных годными к применению, оформляют выдачей свидетельства о поверке, нанесением клейма или иными способами, установленными нормативными документами по поверке. 

Основой данного методического пособия послужили материалы лекций по курсу «Физические основы получения информации», читаемому автором в течение последних десяти лет студентам физико-технического факультета Саровского физико-технического института (СарФТИ), являющегося филиалом научно-исследовательского ядерного университета – Московского инженерно-физического института (НИЯУ-МИФИ). Кроме того, при его подготовке использовалась информация, содержащаяся в ряде опубликованных изданий, таких, как книги Сергеева А. Г. и Крохина В. В. «Метрология (2000 г.)», Новикова Г.А. «Основы метрологии (2010 г.)» и Пустовой О.А. «Электрические измерения (2010 г.)», а также в книгах ряда других авторов и на сайтах Интернета.

Пособие включает в себя введение и семь глав: 
-
глава 1 включает подробный обзор различных групп погрешностей измерений. В ней рассмотрены классы точности СИ и их обозначения;

-
в главе 2 представлены сведения о систематической и случайной погрешности измерений, даны понятия среднего значения, дисперсии, среднеквадратичного отклонения (СКО) измеряемой величины, доверительной вероятности и доверительного интервала, а также рассмотрены способы суммирования погрешностей;
-
глава 3 посвящена грубым погрешностям измерений и критериям их оценки, а также правилам округления результатов измерений;
-
в главе 4 приведены основы статистической проверки гипотез о свойствах эксперимента;
-
в главе 5 изложены основы теории корреляции.
В пособии имеются списки используемых сокращений и дополнительной литературы. Кроме того, для закрепления полученных знаний в пособии имеются вопросы для тестирования, а также примеры решения задач и задачи для самостоятельного решения. Приложения, находящиеся в конце пособия, содержат справочные данные, необходимые при решении задач.
Поскольку определения большинства метрологических терминов сложны и громоздки, то в пособии приведено большое количество поясняющих примеров и повторений, которые являются необходимым условием, облегчающим изучение и успешное усвоение материала пособия. 

Методическое пособие предназначено для студентов, обучающихся по направлениям подготовки «Приборостроение – 12.03.01» и «Электроника и автоматика физических установок - 14.05.04», в программу обучения которых входит курс «Физические основы получения информации». 

Автор благодарен д.ф.-м.н. Герасимову С.И. и к.ф.-м.н. 
Батькову Ю.В. за полезные советы и замечания, сделанные ими при рецензировании данного методического пособия.
1.
Виды погрешностей измерений. Классы точности измерительных приборов.

1.1.
Измерения физических величин проводят с целью нахождения их значений посредством получения результатов измерений и последующей их обработки. Как уже упоминалось выше, результат измерения ФВ – это значение ФВ, полученное путем ее измерения, а ряд результатов измерений ФВ – значения одной и той же ФВ, последовательно полученные из следующих друг за другом измерений. 

Результат измерения ФВ является приближенным значением ФВ, т.к. любое измерение производится с некоторой погрешностью (ошибкой), которая его искажает. Погрешности возникают вследствие несовершенства методов измерений, ограниченных возможностей используемых СИ и индивидуальных особенностей экспериментаторов. 

Погрешность результата измерения ФВ – это отклонение результата измерения от действительного значения измеряемой ФВ. 

Все погрешности измерений можно разделить по: 

1)
способу выражения на абсолютные, относительные и приведенные;

2)
закономерности проявления на систематические, случайные и промахи;

3)
зависимости от изменения измеряемой величины на аддитивные и мультипликативные;
4)
причинам возникновения на методические, инструментальные, внешние и субъективные;
5)
причине и условиям возникновения на основные и дополнительные;
6)
отношению к изменению измеряемой ФВ на статические и динамические.
Абсолютной погрешностью (Δх) измерения называется погрешность измерения, выраженная в единицах измеряемой ФВ. Она определяется по формуле:

Δх = x – xд ,





 (1.1)

где x – результат измерения (измеренное значение), а xд – действительное значение ФВ. 

Относительной погрешностью измерения (δ) называется погрешность измерения, выраженная отношением абсолютной погрешности измерения к действительному или измеренному значению измеряемой ФВ, т.е.: 
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Поскольку δ безразмерна, то ее выражают в процентах: 
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Еще одной характеристикой качества измерения является точность результата измерения, трактуемая как близость к нулю погрешности результата измерения (близость результата измерения ФВ к ее действительному значению). Количественно точность измерения выражается величиной, обратной модулю относительной погрешности, т.е. 1 / |δ|. Поэтому считают, что чем меньше погрешность измерения, тем выше его точность и наоборот. 

Систематическая погрешность измерения ФВ – это составляющая погрешности результата измерения, остающаяся постоянной или закономерно изменяющейся при повторных измерениях одной и той же ФВ. Систематические погрешности могут быть исключены с помощью введения поправок или поправочных множителей. Поправка – значение ФВ, вводимое с целью исключения составляющих систематической погрешности. Знак поправки противоположен знаку погрешности. Поправку, прибавляемую к номинальному значению меры, называют поправкой к значению меры; а поправку, вводимую в показание измерительного прибора, называют поправкой к показанию прибора. Ранее упоминалось, что различают неисправленный и исправленный результаты измерения ФВ. Поправочный множитель – это числовой коэффициент, на который умножают неисправленный результат измерения ФВ с целью исключения влияния систематической погрешности. Причём, его используют только тогда, когда систематическая погрешность пропорциональна значению ФВ. 
Случайная погрешность измерения ФВ – это составляющая погрешности результата измерения, изменяющаяся случайным образом (по знаку и значению) при повторных измерениях одной и той же ФВ, проведенных с одинаковой тщательностью. Случайные погрешности не могут быть исключены и оцениваются с помощью методов математической статистики. 

Промах или грубая погрешность измерения ФВ – это погрешность результата отдельного измерения, входящего в ряд измерений, которая для данных условий резко отличается от остальных результатов этого ряда. Промахи возникают вследствие:

1)
неожиданных резких изменений внешних условий;

2)
ошибочно выбранной методики измерения;

3)
неисправности СИ;

4)
неправильных действий оператора. 

Измерения с промахами не учитываются при обработке экспериментальных данных. 

Аддитивные погрешности не зависят от уровня входного сигнала, а мультипликативные - возрастают или уменьшаются пропорционально входному сигналу;
Методическая погрешность или погрешность метода измерений – это составляющая погрешности измерений, обусловленная несовершенством принятого метода измерений, т.е.: 

1)
упрощением при построении модели физических явлений, которые связаны с измерениями; 

2)
упрощением при обработке результатов измерений. 

Погрешность метода называют также теоретической погрешностью. Методические погрешности проявляются, в основном, как систематические погрешности. Поэтому во многих случаях они могут быть рассчитаны и исключены с помощью введения поправок. Например, требуется вольтметром (V) с сопротивлением R = 10 МОм измерить ЭДС источника (E) с внутренним сопротивлением r = 5 кОм (см. рисунок 1.1).

Рисунок 1.1 - Измерение ЭДС источника с помощью вольтметра

Закон Ома для этой цепи запишется следующим образом: 
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Значение напряжения, измеренное вольтметром, будет равно:
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где 
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 - неисправленный результат измерения ЭДС источника. 

Методическая погрешность измерения ЭДС, выраженная через относительную погрешность может быть рассчитана по формуле: 
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А так как R >> r , то:
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Данная методическая погрешность остается постоянной в процессе измерения, а значит является систематической погрешностью. Ее можно исключить с помощью введения поправки Δ
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, которую нужно добавить к измеряемому вольтметром напряжению 
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 с тем, чтобы получить значение напряжения U = E: 
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Методическую погрешность (1.2) можно также исключить с помощью введения поправочного множителя q: 

U = q·
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¢

;  q = E / 
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Значение U в (1.3) и (1.4) является исправленным результатом измерения ЭДС источника. 

Инструментальная погрешность измерения ФВ – это составляющая погрешности измерения, обусловленная погрешностью применяемого СИ. Она определяется разностью между показанием СИ и действительным значением измеряемой ФВ. Инструментальные погрешности измерений, также делятся на: абсолютные, относительные и приведенные; систематические и случайные; основные и дополнительные; статические и динамические.

Определения абсолютной и относительной погрешностей СИ даны выше. 
Приведенная погрешность СИ (γ) – это отношение абсолютной погрешности СИ (Δх) к нормирующему значению XN : 
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Причем, XN выражается в единицах измеряемой ФВ и устанавливается в соответствии с ГОСТ8.401.80. Как следствие, γ является безразмерной величиной и выражается в процентах (%), также как относительная погрешность (δ). При этом γ ≠ δ, т.к. они связаны соотношением:

δ = 
[image: image20.wmf].
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Значения XN устанавливаются для СИ с равномерной шкалой (длина всех делений одинакова), практически равномерной шкалой, существенно неравномерной шкалой и степенной шкалой. Практически равномерная шкала (ПРШ) – шкала, имеющая постоянную цену делений, длина которых может отличаться друг от друга не более чем на 30 %. Существенно неравномерная шкала (СНШ) – шкала с сужающимися делениями, для которой значение выходного сигнала, соответствующее полусумме верхнего и нижнего пределов диапазона изменений входного (выходного) сигнала, находится в интервале между 65 и 100 % длины шкалы, соответствующей диапазону изменений входного (выходного) сигнала. Степенная шкала (СШ) – шкала с расширяющимися или сужающимися делениями, отличная от ПРШ и СНШ. 

Для СИ с равномерной шкалой, ПРШ или СШ, а также для измерительных преобразователей значение XN устанавливается равным большему из:

•
пределов измерений, если нулевое значение входного (выходного) сигнала находится на краю или вне диапазона измерений;

•
модулей пределов измерений, если нулевое значение находится внутри диапазона измерений. 

Для электроизмерительных приборов с равномерной шкалой, ПРШ или СШ и нулевой отметкой внутри диапазона измерений значение XN допускается устанавливать равным сумме модулей пределов измерений. 

Для СИ физических величин, для которых принята шкала с условным нулем, значение XN устанавливают равным модулю разности пределов измерений (например, для термометра с пределами измерений 200 и 600 °С нормирующее значение устанавливается равным XN = 600 – 200 = 400 °C. 
Для СИ с установленным номинальным значением величина XN равна этому номинальному значению (например, для частотомеров с диапазоном измерений от 45 до 55 Гц и номинальной частотой 50 Гц нормирующее значение XN = 50 Гц). 

Для измерительных приборов с СНШ значение XN устанавливают равным всей длине шкалы или ее части, соответствующей диапазону измерений. В этом случае пределы абсолютной погрешности выражают, как и длину шкалы, в единицах длины. 
В случаях, не рассмотренных выше, указания по выбору значения XN приводятся в соответствующих стандартах на СИ конкретного вида. 

Систематическая погрешность конкретного экземпляра СИ, как правило, отличается от систематической погрешности другого экземпляра СИ этого же типа, вследствие чего для группы однотипных СИ систематическая погрешность может рассматриваться как случайная погрешность, определение которой дано выше. 

Основная погрешность СИ – это погрешность СИ, применяемого для выполнения измерений в нормальных условиях, т.е. в условиях, при которых совокупность значений влияющих величин находятся в пределах их нормальных областей значений. Эти условия устанавливаются в нормативных документах на СИ конкретного типа. 

Дополнительная погрешность СИ – это составляющая погрешности СИ, возникающая дополнительно к основной погрешности вследствие отклонения какой-либо из влияющих величин от нормального ее значения. Она определяется для рабочих условий измерений, при которых значения влияющих величин находятся в пределах рабочих областей. 

Для СИ устанавливают предел допускаемой погрешности и предельные условия измерений. 
Предел допускаемой погрешности СИ – это наибольшее значение погрешности СИ, устанавливаемое нормативным документом для данного типа СИ, при котором СИ еще признается годным к применению. При превышении установленного предела допускаемой погрешности СИ признаётся негодным для применения (в данном классе точности). Обычно устанавливают пределы допускаемой погрешности, т.е. границы зоны, за которую не должна выходить погрешность (например, для 
100-миллиметровой концевой меры длины 1-го класса точности пределы допускаемой погрешности составляют ±50 мкм). 
Предельные условия измерений – это условия измерений, характеризуемые экстремальными значениями измеряемой и влияющих ФВ, которые СИ может выдержать без разрушений и ухудшения его метрологических характеристик (МХ). 

На практике измеряемые ФВ не остаются постоянными, а изменяются во времени с различными скоростями. Если скорость изменения ФВ настолько мала, что инерционные свойства СИ не проявляются, то такие измерения по существу являются статическими и полностью характеризуются статической погрешностью СИ. Если же скорость изменения ФВ такова, что проявляются инерционные свойства СИ, то такие измерения происходят в динамическом режиме и характеризуются динамической погрешностью СИ. 
Таким образом, статическая погрешность измерений – это погрешность результата измерений, свойственная условиям статического измерения ФВ, а динамическая погрешность измерений – это погрешность результата измерений, свойственная условиям динамического измерения ФВ. Причем, динамическая погрешность СИ превышает соответствующую статическую погрешность при данном значении измеряемой ФВ. 
Внешняя погрешность измерения ФВ или погрешность измерения из за изменений условий измерения – это составляющая систематической погрешности измерения ФВ, являющаяся следствием неучтенного влияния отклонения в одну сторону от установленного значения какого-либо из параметров, характеризующих условия измерений. Она возникает в случае неучтенного или недостаточно учтенного действия той или иной влияющей величины (температуры, атмосферного давления, влажности воздуха, напряжённости магнитного поля, вибрации и др.), неправильной установки CИ, нарушения правил их взаимного расположения и др. 

Субъективная погрешность измерения ФВ – это составляющая систематической погрешности измерений, обусловленная индивидуальными особенностями оператора. Встречаются операторы, которые систематически опаздывают (или опережают) снимать отсчёты показаний СИ. Субъективную погрешность называют также личной погрешностью или личной разностью. 

Для меры показанием является ее номинальное значение, так что погрешность меры – это разность между номинальным значением меры и действительным значением воспроизводимой ею величины. 

Ранее были представлены метрологические характеристики (МХ), связанные с определением результата измерения и погрешности СИ, которая оценивается с помощью нормируемой метрологической характеристики – класса точности. 
2.2.
Класс точности СИ – это обобщенная характеристика данного типа СИ, как правило, отражающая уровень их точности, выражаемая пределами допускаемых основной и дополнительных погрешностей, а также другими характеристиками, влияющими на точность, к которым, например, относится нестабильность. Класс точности дает возможность судить о том, в каких пределах находится погрешность СИ одного типа, но не является непосредственным показателем точности измерений, выполняемых с помощью каждого отдельного экземпляра СИ данного типа. Иными словами, класс точности является суммарной характеристикой всех экземпляров СИ одного типа. Погрешности отдельного экземпляра СИ конкретного типа не должны превышать погрешностей, определяемых классом точности СИ этого типа. Данное обстоятельство необходимо учитывать при выборе СИ в зависимости от заданной точности измерений. Согласно ГОСТ8.401.80 классы точности устанавливаются в стандартах или технических условиях, содержащих технические требования к СИ, подразделяемым по точности. Для каждого класса точности в стандартах на СИ конкретного вида устанавливают конкретные требования к МХ, в совокупности отражающие уровень точности СИ этого класса. Совокупности нормируемых МХ должны быть составлены из характеристик, предусмотренных ГОСТ8.009.84. Допускается, также, включать дополнительные характеристики. Средствам же измерений с двумя или более диапазонами измерений одной и той же ФВ допускается присваивать два или более класса точности. Средствам измерений, предназначенным для измерений двух или более ФВ, также допускается присваивать различные классы точности для каждой из измеряемых ФВ. 

Средства измерений должны удовлетворять требованиям к МХ, установленным для присвоенного им класса точности, как при выпуске их из производства, так и в процессе эксплуатации. Классы точности присваиваются СИ при их разработке с учетом результатов государственных приемочных испытаний. Если в стандарте или технических условиях, регламентирующих технические требования к СИ конкретного типа, установлено несколько классов точности, то допускается присваивать класс точности при выпуске из производства, а также понижать класс точности по результатам поверки в порядке, предусмотренном документацией, регламентирующей поверку СИ (например, класс точности для концевых мер длины может быть присвоен при выпуске мер из производства или изменен в процессе эксплуатации, если в результате последней отклонение длины меры от номинального значения превысило предел допускаемых отклонений для класса точности, присвоенного ранее). 

Пределы допускаемых основной и дополнительных погрешностей выражаются в форме абсолютных, относительных или приведенных погрешностей. Пределы допускаемой дополнительной погрешности разрешается выражать в форме, отличной от формы выражения пределов допускаемой основной погрешности. Выражение пределов допускаемой погрешности в форме приведенных и относительных погрешностей является предпочтительным, т.к. они позволяют выражать пределы допускаемой погрешности числами, которые остаются неизменными для СИ одного уровня точности, но с различными верхними пределами измерений. 

Пределы допускаемых погрешностей выражаются в форме:

•
абсолютных погрешностей, если погрешность результатов измерений в данной области измерений принято выражать в единицах измеряемой ФВ или в делениях шкалы;

•
относительных погрешностей, если границы абсолютных погрешностей (ГАП) СИ конкретного вида нельзя полагать постоянными;

•
приведенных погрешностей, если указанные ГАП можно полагать практически неизменными. 

Пределы допускаемых погрешностей показывающих амперметров выражают в форме приведенных погрешностей, так как ГАП средств измерений данного вида практически неизменны в пределах диапазона измерений. 

Пределы допускаемых основных погрешностей, выраженные в форме абсолютных погрешностей, устанавливаются с помощью формулы 

Δхn = ±а,





 (1.12)

если ГАП можно полагать практически неизменными, и

Δхn = ±(а + bх),




 (1.13)

если ГАП можно полагать изменяющимися практически линейно. 

В этих выражениях Δхn – пределы допускаемой абсолютной основной погрешности, выраженной в единицах измеряемой ФВ на входе (выходе) или условно в делениях шкалы; х – значение измеряемой ФВ на входе (выходе) СИ или число делений, отсчитанных по шкале; а и b –положительные числа, не зависящие от х. 

Пределы допускаемых основных погрешностей, выраженные в форме относительных погрешностей, устанавливаются с помощью формулы 
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если Δn установлено по формуле (2.2.12), или
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 (1.15)

если Δхn установлено по формуле (1.13). 

В этих выражениях δn – предел допускаемой относительной основной погрешности в %; q – отвлеченное положительное число, выбираемое из ряда 1·10n; 1,5·10n или 1,6·10n; 2·10n; 2,5·10n или 3·10n; 4·10n; 5·10n; 6·10n при n = 1; 0; –1; –2 и т.д. (при одном и том же показателе степени n допускается устанавливать не более 5 различных пределов допускаемой основной погрешности для СИ конкретного вида); хk – бóльший по модулю из пределов измерений; c и d – положительные числа, выбираемые из того же ряда, что и q (причем, c = b + d ; 
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В стандартах или технических условиях на СИ должно быть установлено минимальное значение х = х0, начиная с которого применим принятый способ выражения пределов допускаемой относительной погрешности. 

Пределы допускаемых основных погрешностей, выраженные в форме абсолютных или относительных погрешностей, устанавливаются в виде более сложных функций по сравнению с (1.12) – (1.15), графиков или таблиц, если ГАП необходимо принять изменяющимися нелинейно. 
Пределы допускаемых основных погрешностей, выраженные в форме приведенных погрешностей, устанавливаются с помощью формулы: 
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где γn – пределы допускаемой приведенной основной погрешности в %; 
Δхn – пределы  допускаемой абсолютной основной погрешности, устанавливаемые по формуле (1.12); хn – нормирующее значение, выраженное в тех же единицах, что и Δхn; p – отвлеченное положительное число, выбираемое из ряда, приведенного после формулы (1.15). 

Пределы допускаемой дополнительной погрешности, как правило, устанавливают в виде дольного (кратного) значения предела допускаемой основной погрешности. 

Классы точности СИ в документации обозначаются следующим образом. Для СИ, пределы допускаемой основной погрешности которых принято выражать в форме абсолютных погрешностей с помощью формул (1.12), (1.13) или относительных погрешностей, установленных в виде графика, таблицы или формул, отличных от (1.14) и (1.15), классы точности обозначаются в документации прописными буквами латинского алфавита или римскими цифрами. Классам точности, которым соответствуют мéньшие пределы допускаемых погрешностей, соответствуют буквы, находящиеся ближе к началу алфавита, или цифры, означающие мéньшие числа. 

Для СИ, пределы допускаемой основной погрешности которых принято выражать в форме приведенной погрешности с помощью формулы (1.16) или относительной погрешности в соответствии с формулой (1.14), классы точности в документации обозначаются числами, которые равны этим пределам, выраженным в процентах. Для СИ, пределы допускаемой основной погрешности которых принято выражать в форме относительных погрешностей в соответствии с формулой (1.15), классы точности в документации обозначаются числами с и d, разделенными косой чертой. 

В документации на СИ допускается также обозначать классы точности в соответствии с их обозначением на СИ. Классы точности на СИ указываются на циферблатах, щитках и корпусах СИ в виде условных обозначений, установленных в документации (числа, прописные буквы латинского алфавита или римские цифры), с добавлением знаков, представленных в таблице 1.1. 

Таблица 1.1

	Формы выражения пределов допускаемой основной погрешности
	Примеры выражения пределов допускаемой основной погрешности, 

%
	Обозначение класса точности

	
	
	в документации
	на СИ

	1
	2
	3
	4

	γn = ± р,

если нормирующее значение выражено в единицах ФВ на входе (выходе) СИ
	γn = ±1,5
	класс точности 
1.5
	1.5

	γn = ± р,если нормирующее значение принято равным длине шкалы или её части
	γn = ±0,5
	класс точности 
0.5
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	δn = ± q
	δn = ±2,5
	класс точности 
2.5
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Продолжение таблицы 1.1

	1
	2
	3
	4
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	класс точности 0.02/0.01
	0.02/0.01

	Δn = ±а, Δn = ±(а+bх)
	
	класс точности 
М
	М

	относительная погрешность, установленная в виде графика, таблицы или формулы, отличной от (2.14), (2.15)
	
	класс точности С
	С


За исключением технически обоснованных случаев вместе с условным обозначением класса точности на внешние части СИ наносятся, также, обозначение стандарта или технических условий, устанавливающих технические требования, предъявляемые к ним. 
На СИ одного и того же класса точности, для которых в зависимости от условий эксплуатации установлены различные рабочие области влияющих ФВ, указывают обозначения условий их эксплуатации, предусмотренные в стандартах или технических условиях на эти СИ. 
На высокоточные меры, а также на СИ, для которых действующими стандартами установлены особые внешние признаки, зависящие от класса точности, допускается не наносить обозначение класса точности. 

Если класс точности определяется пределами допустимой погрешности, установленными с помощью (1.15), то возможное значение относительной погрешности показания СИ будет тем меньше, чем ближе показание х к хk. Наименьшее значение δn получается, когда х = хk. Поэтому следует выбирать СИ с таким хk или так устанавливать хk, чтобы отсчет показаний СИ производился в части шкалы, которая находится вблизи отметки хk. 
Если класс точности СИ определяется пределами допустимой погрешности, установленными с помощью (1.16), то в этом случае могут быть вычислены пределы абсолютной и относительной погрешностей для данного типа СИ. Действительно, из определения γn следует, что:

Δхn = 0,01·γn·хn ;
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 (1.17)

Поскольку Δхn не изменяется, то при условии хn = хmax (хmax – бóльший из пределов измерений шкалы данного типа СИ) пределы относительной погрешности измерения ФВ будут тем меньше, чем ближе значение измеряемой ФВ к хmax. Заменяя в (1.17) хn на хmax и учитывая, что х < хmax , получим, что
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Δхn > γn ;
γn = 
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Таким образом, класс точности, установленный пределами допустимой приведенной погрешности при условии хn = хmax, определяет минимальные пределы относительной погрешности измерения ФВ данным типом СИ. Поэтому для этого случая СИ необходимо выбирать с таким пределом измерений шкалы хmax, чтобы отсчет показаний х находился вблизи хmax. 
Класс точности набора мер определяется классом точности меры с наибольшей погрешностью. Например, вольтметром с γn = ±2,5 % и с бóльшим из пределов измерений шкалы хmax = 50 В измеряются различные значения напряжения – 15, 25 и 40 В, для которых пределы относительной погрешности измерения напряжения (без учета знака) будут равны 
δn1 = (2,5·50) /15 = 8,3 %; δn2 = (2,5·50) /25 = 5 %; δn3 = (2,5·50) /40 = 3,1 %.

2.
Систематическая и случайная погрешности измерений. Критерий Фишера. Понятия среднего значения, дисперсии, среднеквадратичного отклонения измеряемой величины. Плотность и законы распределения вероятности. Доверительная вероятность и доверительный интервал. Суммирование погрешностей.

2.1.
Как упоминалось выше, систематическая погрешность - составляющая абсолютной погрешности, остающаяся постоянной или закономерно изменяющаяся при повторных измерениях одной и той же ФВ в одних и тех же условиях. 
Классификация систематической погрешности представлена на рисунке 2.1. 


Рисунок 2.1 - Классификация систематической погрешности

Систематические погрешности измерений по характеру изменения подразделяют на постоянные и переменные погрешности. 
Постоянные погрешности – систематические погрешности, которые в течение времени измерений сохраняют свое значение. Они, как правило, возникают при градуировке шкал СИ, т.к. появляются неизбежные неточности нанесения отметок шкал. 
Переменные погрешности – систематические погрешности, значения которых изменяются в течение времени измерений. Они подразделяют на прогрессивные, периодические и погрешности, изменяющиеся по сложному закону. 
Прогрессивные погрешности – это непрерывно возрастающие или убывающие погрешности (они появляются из-за недостаточного прогрева СИ, его износа и старения). 

Периодические погрешности – систематические погрешности, значение которых является периодической функцией времени или перемещения указателя измерительного прибора (они возникают в приборах с круговой шкалой или стрелкой). Например, при смещении стрелки часов относительно центра шкалы систематическая погрешность Δφ отсчета угла поворота стрелки будет изменяться по закону:
Δφ = ε·sinφ,




 (2.1)

где ε – смещение оси стрелки относительно центра шкалы; φ – угол поворота стрелки, отсчитываемый от прямой, проходящей через центр шкалы и ось поворота стрелки. 

Погрешности, изменяющиеся по сложному закону – систематические погрешности, которые не являются прогрессивными или периодическими погрешностям. Они возникают вследствие совместного действия нескольких систематических погрешностей. К ним относятся, также, систематические погрешности, зависящие от влияющих ФВ (температуры окружающей среды, влажности воздуха, атмосферного давления, напряжения питающей сети и т.д.). Например, погрешностью, изменяющейся по сложному закону, является погрешность меры длины (линейки), которая появляется из-за температурной зависимости линейного размера меры, вдоль которого нанесена шкала отсчёта. 

Перед любым измерением ФВ необходимо провести исследования для обнаружения и оценки возможных систематических погрешностей, способы обнаружения и оценки которых делятся на теоретические и экспериментальные. 
Теоретические способы – это способы получения аналитического выражения для систематической погрешности на основании определенной первичной информации. Такими способами выявляются и оцениваются систематические погрешности, обусловленные несовершенством используемого метода измерений. 
Экспериментальные способы – это способы обнаружения и оценки систематических погрешностей на основе определенной первичной качественной информации и обработки ряда неисправленных результатов измерений ФВ. В этом случае проводятся специальные экспериментальные исследования, при которых:

•
случайные погрешности оказываются значительно меньше искомой систематической погрешности;

•
изменяются в соответствующих пределах те внешние условия измерений, которые наиболее вероятно влияют на значение систематической погрешности. 

2.2.
Исследования проводятся в несколько этапов в виде нескольких серий измерений, результаты которых используются для определения критерия Фишера, применяемого для оценки значения систематической погрешности. 

Результаты, полученные в сериях измерений, используются для расчета: 
1)
внутрисерийной дисперсии результатов, как показателя случайной погрешности измерений (σвс):
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(2.2)
где xji - результат i-гo измерения в j-й серии; n - число измерений в i-й серии; 
N – общее число измерений во всех сериях; S - число серий; 

2)
среднего значения результата для j-й серии:
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 (2.3)

3)
внутрисерийной дисперсии, кроме систематической составляющей, характеризующейся и некоторой долей случайной погрешности, показателем которой может служить межсерийная дисперсия (σмс):
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 (2.4)
где величина (
[image: image35.wmf]х

), характеризующая систематические различия между сериями, равна:
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 (2.5)
Соотношение, характеризующее долю дисперсии, внесенной наличием случайной погрешности, называется коэффициентом ошибки, который равен:


[image: image37.wmf].

2

2

2

MC

BC

BC

o

K

s

s

s

-

=






 (2.6)

Доля дисперсии, обусловленная межсерийными различиями результатов измерений, называется показателем дифференциации и вычисляется по формуле:
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 (2.7)
Чем больше отношение коэффициента ошибки к показателю дифференциации, тем больше влияние исследуемого фактора на систематическую погрешность. Показателем этого служит критерий Фишера:
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Критическая область соответствует условию P(F>Fq) = q. Значения F определяются по формуле (2.8), а Fq – по стандартным таблицам, приводящимся в справочниках.

2.3.
В соответствии с полученным значением погрешности вносятся поправки в результат измерения, а остаток погрешности, который невозможно компенсировать, называется неустранимой систематической погрешностью.
Операции по уменьшению влияния систематической погрешности выполняются на всех этапах проведения эксперимента. При этом оценке подвергается влияние:

· объекта измерения (ОИ), которое зависит от полноты собранной априорной информации и правильного составления модели ОИ (чем полнее информация, тем точнее модель отражает его свойства);

· субъекта измерений, для уменьшения которого подбирается оператор высокой квалификации, оцениваются свойства его организма (быстрота реакции, способность различать цвета и др.) и соблюдение требований эргономики;

· метода и СИ, зависящее от оценки правильности их выбора на основе априорной информации о них;

· условий измерения, определяемое соответствием условий окружающей среды нормальным.

Систематические погрешности можно уменьшить, а иногда и полностью исключить. Способы уменьшения систематических погрешностей подразделяются на способы уменьшения систематических погрешностей до начала измерений, в процессе измерений и после измерений 
(см. рисунок 2.2). 


Рисунок 2.2 - Способы уменьшения систематических погрешностей

Чтобы уменьшить систематические погрешности до начала проведения измерений необходимо применять только исправные и поверенные СИ. При поверке СИ метрологической службой определяется погрешность и устанавливается его пригодность к применению. 

Для правильного использования СИ требуется его соответствующим образом размещать, т.е. устанавливать СИ в рабочее положение и, по возможности, вдали от резких изменений влияющих факторов и их критических для СИ значений. Состояние СИ перед каждым новым использованием отличается от предыдущего, так как настройки СИ «сбиваются». Поэтому, чтобы обеспечить правильный отсчет показаний необходимо перед каждвм измерением устанавливать нулевое показание и калибровать СИ, т.е. проводить его настройку. 

Для уменьшения прогрессивных погрешностей требуется осуществлять прогрев СИ в течение времени, требуемого инструкцией. Если же необходимо уменьшить влияние температуры на систематическую погрешность, применяется термостатирование, при котором температура окружающей среды изменяется в допускаемых пределах. Термостатирование может обеспечиваться на уровне помещения (цеха, лаборатории), СИ в целом или его отдельных частей. 

Для уменьшения влияния внешних электромагнитных полей на точность измерений используется экранировка, при которой ОИ и (или) СИ помещаются внутри экранов. 

Чтобы компенсировать негативное воздействие вибраций на ход измерений, применяются амортизаторы, которые могут устанавливаться внутри СИ или в специальных устройствах (шкафах, стойках). 

Для уменьшения влияния влажности и давления на точность измерений используются специальные камеры, с помощью которых создаются в определённом объеме условия изменения влажности и давления в заданных пределах.

В процессе измерений некоторые систематические погрешности измерений могут быть уменьшены посредством использования способа, основанного на замене ОИ образцовой мерой, находящейся в тех же, что и ОИ, условиях. 

Способ компенсации по знаку – это способ, при котором измерение проводится дважды так, чтобы причина, вызывающая систематическую погрешность при первом измерении, оказывала противоположное действие на результат второго измерения. Тогда систематическая погрешность входит в результаты наблюдений с противоположными знаками и полусумма результатов наблюдений будет свободна от систематической погрешности. Например, точные измерения малых по значению ЭДС сопровождаются возникновением систематических погрешностей, вносимых паразитными термоэлектродвижущими силами (ТЭДС), появляющимися из-за контакта проводников из различных материалов и различного нагрева областей соединений проводников при протекании электрического тока. Если значения ТЭДС не изменяются за время измерения, то соответствующие систематические погрешности могут быть исключены способом компенсации по знаку. В этом случае применяется компенсационный метод измерения, при котором неизвестная ЭДС (Ex) сравнивается с ЭДС (Eм), воспроизводимой мерой. Измерительная цепь (см. рисунок 2.3а) включает цепь неизвестной ЭДС и цепь меры. 

	

	

	а)
	б)

	Рисунок 2.3 - Измерение ЭДС при двух направлениях рабочего тока Iр - по ходу (а) и против хода (б) часовой стрелки


Цепь неизвестной ЭДС состоит из источника с напряжением (Ex), сопротивления (rx) и высокоточного переменного резистора (R). Цепь меры включает ЭДС (Eм), сопротивление меры (rм) и высокоточного переменного резистора (R). При измерении путем перемещения подвижного контакта резистора (R) добиваются нулевого показания гальванометра (Г). Тогда, если EТ – ЭДС, обусловленная суммарным действием ТЭДС в измерительной цепи, то сила рабочего тока (Iр), протекающего в цепи меры, равна:
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Измеренное значение неизвестной ЭДС равно:

Ех1 = φа – φв = 
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 (2.10)

Если поменять полярность включения Ex и Eм (см. рисунок 2.3б), то сила рабочего тока и измеренное значение неизвестной ЭДС окажутся равными:
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Ех2 = 
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Таким образом, систематическая погрешность 
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входит в результаты измерения (2.3) и (2.4) с различными знаками, так что действительное значение неизвестной ЭДС будет равно:
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 (2.12)

Поэтому измерительные цепи, предназначенные для измерения малых ЭДС с помощью компенсационного метода, снабжаются переключателями, посредством которых можно одновременно изменять полярность включения Ex и Eм, а так как 
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, то Eм > Eх.

Разновидностью способа компенсации по знаку является способ противопоставления, который применяется для исключения систематических погрешностей в случае, когда сравниваются измеряемая ФВ с известной ФВ, воспроизводимой мерой, причем измеряемая и известная ФВ имеют примерно равные значения. Например, при измерении угла конусообразного тела с помощью микроскопа появляется систематическая погрешность, связанная со смещением оси отсчета углов по отношению к оси тела, как это показано на рисунке 2.4. 


Рисунок 2.4 - Измерение угла конусообразного тела

Чтобы исключить указанную систематическую погрешность измерения угла используется способ противопоставления, при котором сначала измеряется угол α1 по одной выбранной образующей конусообразного тела посредством совмещения штриховой линии отсчетного устройства микроскопа с образующей. Затем измеряется угол α2 по образующей с противоположной стороны. Тогда, если Δ – смещение осей и оно мало, то:
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 (2.13)

где αк  – действительное значение угла конуса, а l – длина штриховой линии отсчётного устройства микроскопа. 

Поэтому среднее значение угла равно:
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 (2.14)
В другом случае для исключения систематической погрешности, возникающей при взвешивании тел из-за нарушения равноплечности весов, также используется способ противопоставления, т.е. тело массой m помещается на чашку весов с плечом l2, как это показано на рисунке 2.5а.

	
	

	а)
	б)

	Рисунок 2.5 - Взвешивание тела массой m при помещении гирь на чашку весов с плечами l1 (а) и l2 (б)


После этого весы уравновешиваются гирями с общей массой m1, расположенными на чашке весов с плечом l1, в результате чего
ml2 = m1l1.





 (2.15)
Затем тело массой m помещается на чашку весов с плечом l1, как показано на рисунке 2.5б), и уравновешивается гирями с общей массой m2, расположенными на чашке весов с плечом l2. Тогда:

ml1 = m2l2.





 (2.16)
Подставив отношение плеч весов из (2.15) в (2.16), получим, что:
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 (2.17)

Способ симметричных наблюдений используется для исключения прогрессивной погрешности, линейно зависящей от изменения соответствующего аргумента. К ним относятся погрешности СИ, обусловленные изменениями влияющих ФВ или зависящие от времени (износ, старение). В этом случае интервал изменения аргумента разбивается на одинаковые промежутки, в которых измерение ФВ проводится последовательно. В результате получается ряд наблюдений ФВ, состоящий из пар симметричных наблюдений относительно средней точки интервала изменения аргумента. 
При обработке экспериментальных данных учитывается, что среднее значение систематической погрешности любой пары симметричных наблюдений равно систематической погрешности, соответствующей средней точке интервала. Например, для измерения ЭДС с помощью компенсационного метода в качестве меры применяется нормальный элемент, воспроизводящий заданное значение ЭДС. Схема измерения представлена на рисунке 2.6. 


	

	Рисунок 2.6 - Измерение ЭДС

	


При нулевом показании гальванометра 
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(2.18)

Если температура окружающей среды изменяется в небольших пределах, то ЭДС нормального элемента линейно зависит от температуры: 

Eм = E20 – a·(T – 20),




 (2.19)

где E20 – номинальное значение ЭДС нормального элемента при 20 °С; 
a – коэффициент прорциональности; T – температура в °С. 

Значение E20 указывается на корпусе нормального элемента или в его паспорте. Поэтому с ростом или уменьшением температуры появляются обусловленные изменением Eм прогрессивные погрешности (ΔE) измерения ЭДС (Ex): 
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 (2.20)
Погрешности ΔE можно исключить и способом симметричных наблюдений. Пусть температура окружающей среды возрастает с 20 до 26 °С. Интервал изменения температуры можно разбить на три одинаковых промежутка и измерить значение ЭДС (Ex) при четырех значениях температуры: 20, 22, 24 и 26 °С. Полусуммы значений симметричных наблюдений ЭДС (Ex) для 20 и 26 °С, 22 и 24 °С содержат систематические погрешности, равные ΔE и соответствующие средней точке интервала 
в 23 °С. 

2.4.
Рандомизация – это перевод систематических погрешностей в случайные. Ее можно осуществить при условии, когда имеется несколько однотипных приборов с систематической погрешностью одинакового происхождения. Если для одного из приборов систематическая погрешность постоянна, то от прибора к прибору она изменяется случайным образом. Поэтому измерение одной и той же ФВ всеми приборами и усреднение ряда результатов измерений ФВ позволяет значительно уменьшить систематическую погрешность. 

Если систематические погрешности известны и физически неустранимы, то после проведения измерений они могут быть исключены из результатов измерений с помощью введения поправок или поправочных множителей. Однако, учесть все возможные систематические погрешности измерения нельзя, т.к. всегда существуют неисключенные систематические погрешности. Неисключенная систематическая погрешность (НСП) – это составляющая погрешности результата измерений, обусловленная погрешностями вычисления и введения поправок на влияние систематических погрешностей, поправки на действие которых не введены вследствие их малости. Неисключенные систематические погрешности суммируются со случайными погрешностями:

Δ = Δсис + Δсл,




 (2.21)
где Δсис и Δсл – систематическая и случайная погрешности, соответственно. 

Для конкретного экземпляра СИ рассматриваемого типа систематическая погрешность (с точностью до НСП) является величиной, изменяющейся закономерно. Но от экземпляра к экземпляру СИ систематическая погрешность изменяется случайным образом, в результате чего, в общем случае, суммарная погрешность измерения ФВ является случайной величиной. Случайные величины бывают дискретными и непрерывными. Их характеристики рассматриваются в теории вероятностей, а оценки проводятся на основе полученных экспериментальных данных методами математической статистики.

2.5.
Дискретная случайная величина – это величина, которая может принимать только конечное или счетное множество значений. Дискретная случайная ФВ (х) характеризуется значениями xi (i = 1, 2, 3, … n) и вероятностями pi = P(х = xi) того, что х принимает эти значения. Вероятности pi всегда удовлетворяют условию нормирования:
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 (2.22)

Непрерывная случайная величина – это величина, которая может принимать непрерывный ряд значений. Непрерывная случайная величина (х) характеризуется вероятностью P(x1 < х < x2) того, что х принимает значения, заключенные в интервале от x1 до x2. Если xmin и xmax – минимальное и максимальное значения диапазона изменения непрерывной случайной величины х, то:

P(xmin < х < xmax) = 1.



 (2.23)

Полностью свойства случайной величины описываются интегральной и дифференциальной функциями (законами) распределения. 

Интегральная функция распределения F(x) – вероятность того, что случайная величина Х будет меньше некоторого значения x: 

F(х) = P(X < x).




 (2.24)

Функция F(х) является неубывающей функцией ФВ x, т.е. если x1 < x2, то F(х1) < F(x2), причём F(–∞) = 0, а F(+∞) = 1. Вероятность попадания случайной величины X в интервал [x1, x2] равна:

P(x1 < X < x2) = F(x2) - F(x1).


 (2.25)

Дифференциальная функция распределения или плотность вероятности f(x) – функция, которая удовлетворяет следующим условиям: 
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Таким образом, вероятность попадания случайной величины X в интервал [x1, x2] равна:

P(x1 < X < x2) = F(x2) – F(x1) = 
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Для дискретной случайной величины плотность вероятности – это разрывная функция, а интегральная функция распределения – кусочно-непрерывная функция. Непрерывная случайная величина характеризуется непрерывной интегральной функцией распределения и непрерывной или кусочно-непрерывной дифференциальной функцией распределения. 

В качестве примера дискретной случайной ФВ можно рассмотреть выпадение одного из чисел 1, 2, 3, 4, 5 и 6 в результате бросания игрального кубика. Так как выпадение любого из указанных чисел равновероятно, то график f(х) в этом случае представляет собой точки над значениями 1, 2, 3, 4, 5 и 6, соответствующие вероятности 1/6 выпадения чисел (см. рисунок 2.7а). Зависимость же F(x) приведена на рисунке 2.7б). 

	

	

	а)
	б)

	Рисунок 2.7 - Дифференциальная (а) и интегральная (б) функции распределения для выпадения одного из чисел 1, 2, 3, 4, 5 и 6 в результате бросания игрального кубика


Если же распределение равномерное (прямоугольное), то непрерывная случайная ФВ называется равномерно распределенной в интервале [а, b], если ее плотность вероятности в этом интервале постоянна, а вне его равна нулю (см. рисунок 2.8а). В силу условия нормирования плотность вероятности равномерного распределения определяется следующим образом:
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 (2.28)
	


	

	а)
	б)

	Рисунок 2.8 - Дифференциальная (а) и интегральная (б) функции равномерного распределения


Соответствующая интегральная функция распределения (см. рисунок 2.8б) будет равна:
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 (2.29)

Помимо функций распределения случайные ФВ характеризуются также начальными и центральными моментами, определяемыми по формулам: 
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 (2.30)

где vi и μi – i-й начальный и i-й центральный моменты дискретной случайной ФВ X. 

А i- начальный и i-й центральный моменты непрерывной случайной ФВ (X) равны
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Математическим ожиданием M(X) случайной ФВ X называется первый начальный момент: 
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Математическое ожидание определяет положение центра распределения случайной ФВ X. Если M(X) = 0, то случайная ФВ и соответствующее распределение называются центрированными. Математическое ожидание обладает следующими свойствами:

1)
если a – постоянная ФВ, то M(a)= a;



         (2.34)

2)
если X1 и X2 – случайные ФВ, то M(X1+X2) = M(X1)+M(X2);      (2.35)

3)
если a – постоянная ФВ, а X– случайная ФВ, то 
M(aX)=a·M(X);




 (2.36)

1) если X1 и X2 – независимые случайные ФВ, т.е. вероятности реализации их значений не зависят друг от друга, то
M(X1·X2) = M(X1) M(X2).


 (2.37)

Дисперсией D(X) случайной ФВ X называется второй центральный момент для дискретной случайной ФВ
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 (2.38)

а для непрерывной случайной ФВ
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 (2.39)

Используя определение и свойства математического ожидания, можно получить следующее выражение для вычисления дисперсии: 

D(X) = M([X - M(X)]2) = M(X 2) - [M(X)]2.

 (2.40)

D(X) имеет размерность квадрата случайной ФВ и поэтому не всегда удобна. Поэтому, наряду с дисперсией, используется величина, называемая средним квадратическим отклонением (СКО):

σ = 
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Величины D(X) и σ являются, согласно неравенству Чебышева, мерой рассеяния распределения случайной ФВ X относительно M(X). Для дисперсии характерны следующие свойства:

1)
если a – постоянная ФВ, то D(a) = 0;



         
  (2.42)
2)
если a – постоянная ФВ, а X – случайная ФВ, то: 

D(a + X ) = D(X);   D(aX ) = a2D(X);


 (2.43)

2) если X1 и X2 – независимые случайные ФВ, то: 

D(X1 + X2) = D(X1) + D(X2).


 (2.44)

Отметим, что М(Х), D(X) и σ характеризуют случайные ФВ, но сами не являются случайными величинами. Если дискретная случайная ФВ X может принимать с равной вероятностью n различных значений xi, то М(Х) и D(X) равны:
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Для примера: 

-
рассчитаем M(X) и D(X) для такой случайной ФВ, как бросание игрального кубика. Согласно (2.38) и (2.33):

M(X) = 
[image: image73.wmf]6

1

·(1+2+3+4+5+6) = 3,5;


 (2.46)

D(X) = М(Х 2) – [M(X)]2 = 
[image: image74.wmf]6

1

·(12+22+32+42+52+62) – 3,52 = 2,92;
 (2.47) 

-
с учетом (2.28), (2.34) и (2.39) определим M(X), D(X) и σ для равномерного распределения:
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Равномерному закону распределения подчиняются, например, погрешности округления (Δок), возникающие при считывании показаний по шкале прибора и обработке экспериментальных данных. Погрешность округления является центрированной случайной величиной. Если h – цена деления шкалы прибора, то a = – h/2, b = h/2 (см. рисунок 2.9а) и СКО равно: 
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Поскольку |Δок| ≤ h/2, то Δn = h/2 и является предельной погрешностью округления, т.к. значение Δок находится в симметричных пределах (границах) ± Δn. Поэтому СКО погрешности округления можно представить в виде: 
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При обработке экспериментальных данных возникают погрешности округления результатов вычислений, которые заключены в пределах 
±5 единиц отбрасываемого десятичного разряда, а СКО составляет 
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,

2

3

/

5

=

 единиц этого разряда.

	

	
[image: image81]

	а)
	б)

	Рисунок 2.9 - Распределение погрешности округления при считывании показаний по шкале прибора (а) и центрированное нормальное распределение для различных σ (б)


Из-за неизбежного округления, отсчитываемые с помощью СИ значения измеряемой ФВ, а значит и значения ее погрешности, всегда содержат определенное конечное число значащих цифр. Поэтому в эксперименте измеряемая ФВ и погрешность ее измерения принимают конечное число значений и проявляют себя, как дискретные случайные величины. Однако, для упрощения свойства измеряемой ФВ и ее погрешности описываются функциями распределения непрерывных случайных величин. 

На практике встречаются погрешности измерения, характеризуемые различными плотностями вероятности. Тем не менее, во многих случаях реальные функции распределения погрешностей удается аппроксимировать стандартными аналитическими функциями. Особое значение среди стандартных аналитических функций имеет нормальное распределение (или распределение Гаусса). Непрерывная случайная ФВ X называется распределенной нормально, если она характеризуется плотностью вероятности следующего вида: 
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 (2.52)

где a и b – параметры распределения. 

M(X)и D(X) для нормального распределения будут равны: 
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 (2.54)

Таким образом, параметр a имеет значение математического ожидания, а b – значение СКО. Поэтому выражение для плотности вероятности нормального распределения можно представить в виде: 
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Если случайная ФВ X имеет нормальное распределение с параметрами a и σ, то пишут X 
[image: image86.wmf]Î

 N(x,a,σ). График функции f(x) по формуле (2.55) представляет собой колоколообразную симметричную кривую, где параметр a соответствует точке максимума, через которую проходит ось симметрии, а σ равно расстоянию от оси симметрии до точки перегиба кривой. Если σ мало, то кривая высокая и заостренная, а при больших σ – она широкая и плоская. Центрированное (a = 0) нормальное распределение для различных σ приведено на рисунке 2.9б). 

Распределение N(x,0,1) называется нормированным и центрированным нормальным распределением. Интегральную функцию Ф(х) распределения N(x,0,1) можно преобразовать к виду: 
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 (2.56)

где φ(x)– дифференциальная функция распределения N(x,0,1). 

Интеграл 
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(2.57)

называется интегралом вероятности (или нормированной функцией Лапласа) и является четной функцией, т.е. Ф0(–х) = Ф0(х), а Ф0(–∞) = 0,5. Так что 

Ф(х) = Ф0(х) + 0,5.



 (2.58)

Функции Ф0(х) и φ(x) представлены в справочных таблицах. Если случайная ФВ X 
[image: image89.wmf]Î

 N(x,a,σ), то ее интегральная функция распределения равна:
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 (2.59)

Произведем в (2.59) замену переменной х на 
[image: image91.wmf]s
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Поэтому, согласно (2.27): 

P(x1 < X < x2 ) = F(x2) – F(x1) = 
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Важность нормального распределения основывается на центральной предельной теореме, из которой следует, что если случайная ФВ X представляет собой сумму большого числа независимых случайных ФВ 
Xi (i =1…n), каждое из которых вносит в сумму лишь незначительный вклад, то независимо от того, каким законам распределения подчиняются слагаемые Xi , случайная ФВ X будет иметь распределение, близкое к нормальному. Чем больше число слагаемых n, тем точнее приближение распределения X к N(x,a,σ). 

Нахождение суммарного закона распределения случайной ФВ по известным законам распределения слагаемых называется композицией законов распределения. Так, композицией двух равномерных распределений с одинаковыми пределами a и b является треугольное распределение. Композицией двух равномерных распределений с различными пределами a и b является трапецеидальное распределение. 
По мере увеличения слагаемых, подчиняющихся равномерному распределению, их композиция быстро стремится к нормальному распределению, мало отличаясь от него уже при 4÷5 слагаемых. Композиция любого числа нормальных распределений является нормальным распределением. 
Если случайная ФВ X = 
[image: image94.wmf]å
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μi и σi – математическое ожидание и СКО Xi, то с учетом (2.35) и (2.44): 
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 (2.62) 

При измерении ФВ с помощью выбранного экземпляра СИ скорость изменения систематической погрешности значительно меньше скорости изменения случайной погрешности, так что за время измерения ФВ систематическая погрешность мало изменяется и ее можно считать величиной постоянной. 

Случайные погрешности описываются функциями распределения с нулевым математическим ожиданием, т.е. являются центрированными случайными величинами. Если же математическое ожидание случайной погрешности отлично от нуля, то это означает, что рассматривается сумма случайной и систематической погрешностей, т.е. ненулевое математическое ожидание равно систематической погрешности. Поэтому при оценке случайных погрешностей из результатов измерений ФВ исключают систематические погрешности и используют исправленные результаты измерения ФВ. 

Из-за наличия случайных погрешностей измеряемая ФВ X также является случайной величиной. Если известна плотность вероятности f(t) случайной погрешности (Δсл), то можно определить вероятность P нахождения Δсл в заданном интервале: 

P = P(Δн < Δсл < Δв) = 
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где Δн и Δв – нижняя и верхняя границы интервала. 

В случае симметричных распределений границы интервала можно выразить одной положительной величиной Δнв. Тогда Δн = –Δнв , а Δв = +Δнв, т.е. интервал лежит в пределах ±Δнв. 

Для заданного закона распределения вероятность P однозначно зависит от границ интервала. Если P = 1, то реальные погрешности, характеризуемые симметричными функциями f(t), не могут превышать границ ±Δn. Погрешность, равная Δn , называется предельной. 

По результату измерений x и заданным границам Δн и Δв оценивается интервал, в котором с заданной вероятностью P находится действительное значение xд измеряемой ФВ X, а т.к. Δсл = x – xд , то:

P = P(Δн < (x – xд) < Δв) = P((x – Δв) < xд < (x – Δн)).

 (2.64)

Если известна плотность вероятности fX(t) измеряемой ФВ X и она является симметричной функцией, то можно определить значение xд, равное математическому ожиданию, и по заданным границам найти вероятность P нахождения результата измерений x в заданном интервале: 

P = P((xд + Δн) < x < (xд + Δв)) = 
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 (2.65)

Отсюда легко оценить интервал, в котором с заданной вероятностью P находится Δсл: 

P = P(Δн < (x – xд) < Δв) = P(Δн < Δсл < Δв).


 (2.66)

Когда границы не заданы, но известна fX(t), случайные погрешности можно оценить по величинам дисперсии или СКО физической величины X. 

Полный набор всех возможных значений, которые может принимать случайная ФВ, называется генеральной совокупностью. Генеральная совокупность измеряемой ФВ X в практике электрорадиоизмерений представляет собой, как правило, совокупность бесконечного числа значений при неизвестной плотности вероятности ФВ X. Для нахождения функции распределения ФВ X необходимо провести измерение X неограниченное число раз, исключив погрешности округления. В реальных же условиях выполняется конечное число n независимых друг от друга измерений или наблюдений xi(i =1…n) ФВ X. 

Случайной выборкой объема n называют n значений xi(i =1…n), расположенных в порядке их получения. Вариационным рядом называют n значений xi(i =1…n), расположенных в порядке возрастания их значений. 

Задачи математической статистики состоят в том, чтобы на основании знания некоторых свойств подмножества элементов, взятых из генеральной совокупности, сделать выводы о свойствах всей генеральной совокупности. Применительно к измерению ФВ X использование методов математической статистики позволяет на основе знания конечного числа значений измеряемой ФВ X сделать выводы о генеральной совокупности ФВ X в целом и оценить погрешности. 

Подобные выводы часто делаются по результатам проверки гипотез, т.е. некоторых предположений о случайных величинах. Гипотезой H0 может являться, например, предположение о равенстве определенных параметров распределений, о соответствии распределения случайной величины некоторому заданному распределению и т.д. Проверка гипотезы H0 осуществляется с помощью критерия, согласно которому она принимается или отвергается. Для проверки используется контрольная величина T, которой является соответствующим образом выбранная и приспособленная к задаче функция случайной выборки. Задается уровень значимости (α), и определяется критическая область B, удовлетворяющая условию, когда вероятность принятия гипотезы H0 при T 
[image: image99.wmf]Î

 B не превосходит α: 

P(T 
[image: image100.wmf]Î

 B | H0 верна)  ≤  α.



 (2.67)

Область B можно найти, если известно распределение контрольной величины T. Как правило, уровень значимости α выбирается равным 0,05; 0,02 или 0,01. 

Применение критерия состоит в следующем. Производится случайная выборка, которая дает частное значение t контрольной величины T. Если 
t 
[image: image101.wmf]Î

 B, т.е. выполняется условие (2.67), то гипотеза H0 отвергается. Если 
t 
[image: image102.wmf]Ï

 B, то случайная выборка не противоречит гипотезе H0 и она принимается. Величина P=1–α называется доверительной вероятностью, мерой надежности или коэффициентом доверия. Коэффициент доверия определяет вероятность выполнения критерия при условии, что H0 принимается. Таким образом, 
P характеризует надежность, а α – точность выполнения критерия. Однако, принятие гипотезы H0 не означает, что она абсолютна верна. 

Ошибочное решение, когда отвергается верная гипотеза H0, называют ошибкой первого рода, а ошибкой второго рода считается решение, когда принимается неверная гипотеза H0. Чем меньше α, тем меньше вероятность совершить ошибку первого рода. При заданном α согласно условию (2.67) критическую область B можно выбрать бесконечно большим числом способов. Поэтому из всех B выделяют такую область, чтобы вероятность допустить ошибку второго рода была наименьшей. 

Как уже отмечалось, при измерении ФВ X плотность вероятности X и, соответственно, случайная погрешность оказываются, как правило, неизвестными. Обычно не занимаются определением плотности вероятности указанных ФВ, а ограничиваются подбором такого теоретического закона распределения, который с достаточной для практических целей точностью может быть использован вместо реального закона распределения. Иными словами на практике проводят аппроксимацию экспериментальных данных стандартными аналитическими функциями распределения. В силу центральной предельной теоремы часто считают, что реальная плотность вероятности ФВ X или случайной погрешности близка к нормальному распределению. 
Для установления математической модели реального закона распределения X или случайной погрешности строится гистограмма, по виду которой выдвигается гипотеза H0 о соответствии реальной плотности вероятности выбранной стандартной аналитической функции распределения. Для проверки данной гипотезы H0 применяются критерии согласия. Если число наблюдений n ≥ 50, проверка гипотезы H0 производится с использованием критериев Колмогорова, Пирсона или Мизеса-Смирнова. При 3 < n < 50 применяется составной критерий. Если гипотеза H0 принимается, то ее принятие означает, что она не противоречит экспериментальным данным. Однако, нельзя сделать однозначный вывод о соответствии закона распределения результатов наблюдений выбранному стандартному распределению. 
Могут существовать и другие аппроксимирующие гистограмму теоретические законы распределения. Пусть при измерении ФВ X проведено n независимых друг от друга наблюдений, исправленные результаты которых xi (i =1…n ) ФВ X. Поскольку каждое значение xi является реализацией случайной величины X, то случайную выборку объёма n можно представить, как реализацию случайного вектора (X1, X2, … Xn), где независимые друг от друга случайные величины Xi =X (i =1…n), т.е. все Xi характеризуются одинаковыми функциями распределения. Так как значения xi в общем случае различны, то возникает вопрос - какое из полученных значений xi или какую функцию этих значений следует принять за действительное значение измеряемой ФВ X и как оценить случайную погрешность? За действительное значение измеряемой ФВ X часто принимается ее математическое ожидание, а случайные погрешности оцениваются по величине СКО физической величины X. Но поскольку плотность вероятности ФВ X неизвестна, то вместо величин математического ожидания и СКО физической величины X используют их точечные оценки. Оценка параметра γ закона распределения случайной величины X называется точечной, если она выражена одним числом (точка числовой оси). Любая точечная оценка, вычисленная с использованием экспериментальных данных, является случайной величиной. Функция распределения точечной оценки зависит от функции распределения случайной величины X и числа наблюдений n, т.е. точечная оценка Г параметра γ соответствует выражению Г = Г(X1, X2, … Xn) и обладает свойствами состоятельности, несмещенности и эффективности. Точечная оценка Г(X1, X2, … Xn) параметра γ называется состоятельной, если она сходится по вероятности к γ, т.е. если ε > 0, то выполняется равенство:
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 (2.68)

Точечная оценка Г(X1, X2, … Xn) параметра γ называется несмещенной, если математическое ожидание точечной оценки равно γ: 

M(Г) = γ.




 (2.69)

Точечная оценка Г(X1, X2, … Xn) параметра γ называется асимптотически несмещенной, если
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 (2.70)

Каждая несмещенная оценка является также асимптотически несмещенной. Точечная оценка Г(X1, X2, … Xn) параметра γ называется эффективной, если ее дисперсия меньше дисперсии любой другой точечной оценки параметра γ. Эффективную оценку параметра можно найти не всегда. Рассмотрим, например, случай, когда измеряемая ФВ X имеет нормальное распределение, т.е. X
[image: image105.wmf]Î

N (x,a,σ), а параметры распределения (математическое ожидание (a) и СКО (σ)) неизвестны. Так как результаты наблюдений являются дискретными случайными ФВ, а появление значений xi (i =1…n ) – события равновероятные, то в силу (2.45) естественно выбрать точечными оценками следующие функции 
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где 
[image: image108.wmf]Х

и Ω2 – точечные оценки a и σ2, соответственно.

Так как М(Хi) = ai , то согласно (2.45): 

М(
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Учитывая, что D(Xi) = σ2, и в соответствии с (2.40) и свойствами математического ожидания дисперсия равна: 
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Поэтому при n→∞ и D(
[image: image113.wmf]X

)→0 или 
[image: image114.wmf]X

→a, т.е. 
[image: image115.wmf]X

 является состоятельной точечной оценкой a. Из (2.73) следует, что дисперсия среднего арифметического результатов измерений ФВ X в n раз меньше дисперсии результата отдельного измерения. Поэтому многократные измерения и последующее усреднение результатов является эффективным способом уменьшения влияния случайной погрешности на результат измерения. 

Именно такой подход используется при рандомизации, когда систематическая погрешность переводится в случайную. Систематическая погрешность от прибора к прибору изменяется случайным образом, т.е. является случайной величиной, характеризуемой нормальным распределением. Математическое ожидание случайной величины Ω2 будет равно: 
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а M([Xi – 
[image: image117.wmf]X

]2) можно определить по формуле: 

M([Xi –
[image: image118.wmf]X

]2) = M([Xi2 – 2
[image: image119.wmf]X

Xi+ 
[image: image120.wmf]X

2]) = M(Xi2) – 2М(Xi
[image: image121.wmf]X

) + M(
[image: image122.wmf]X

2).   (2.75)

Случайные величины Xi и 
[image: image123.wmf]X

 не являются независимыми, из-за чего использовать свойство (2.44) непосредственно нельзя. Поэтому преобразуем произведение Xi
[image: image124.wmf]X

 следующим образом: 
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]
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Случайные величины Xi и 
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 являются независимыми. Таким образом:
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Учитывая, что D(Xi) = M(Xi2) – a2 (i = 1…n); D(
[image: image129.wmf]X

) = M(
[image: image130.wmf]X

2) – a2, а также (2.74) и (2.76), получим что:
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Принимая во внимание (2.78), M(Ω2) оказывается равным:
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Таким образом, Ω2 – смещенная точечная оценка σ2. Однако, при n→∞  M(Ω2) → σ2, т.е. Ω2 является асимптотически несмещенной оценкой и дисперсия Ω2 равна:
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В расчетах вместо Ω2 часто используют S2 – несмещенную точечную оценку σ2, т.е. M(S2) = σ2. Тогда S2 и дисперсия D(S2) будут равны:
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т.е. S2 является состоятельной точечной оценкой σ2. 

Реализации точечных оценок параметров распределения при конкретной случайной выборке объема n называют точечными оценками параметров. Чтобы различать точечную оценку, т.е. ее функцию и реализацию, используют малые прописные буквы, иногда со знаком «крышечка». Например, значения 
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являются реализациями оценок Ω2 и S2, соответственно. Значение 
[image: image139.wmf]х

 называется выборочным или эмпирическим средним, а 
[image: image140.wmf]2

ˆ

s

 - выборочной или эмпирической дисперсией. 

Рассмотрим вопрос об эффективности полученных точечных оценок
[image: image141.wmf]X

, Ω2 и S2. В общем случае функция распределения случайной ФВ определяется несколькими параметрами. Обозначим число параметров через l. Если у параметра распределения γk при k = (1…l) существует эффективная точечная оценка, то ее можно получить с помощью метода наибольшего правдоподобия, в котором в качестве оценки параметра γk используется значение 
[image: image142.wmf]k

g

ˆ

, соответствующее достижению функцией правдоподобия своего максимума. Функция правдоподобия является функцией (n+l) переменной, зависящей от случайной выборки объёма n и числа параметров l. Значение 
[image: image143.wmf]k
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 определяется выражением: 
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 = Гk(x1, x2, … xn) при k = (1…l).


 (2.84)

Соответствующая функция Гk(x1, x2, … xn) называется наиболее правдоподобной точечной оценкой параметра γk, которая является состоятельной, но не всегда несмещённой. 

Нормальное распределение характеризуется двумя параметрами - a и σ. Применение метода наибольшего правдоподобия дает, что 
[image: image145.wmf]X

 – наиболее правдоподобная точечная оценка a, а Ω2 – наиболее правдоподобная точечная оценка σ2. Следовательно, 
[image: image146.wmf]X

является эффективной точечной оценкой a, а 
Ω2 – эффективной, но смещенной точечной оценкой σ2. На практике чаще используют менее эффективную, но несмещенную оценку σ2 – точечную оценку S2. Таким образом, если измеряемая ФВ X
[image: image147.wmf]Î

N(x,a,σ), то 
[image: image148.wmf]X

 представляет собой состоятельную, несмещенную и эффективную точечную оценку a; S2 – состоятельную, несмещенную, но менее эффективную по сравнению с Ω2 точечную оценку σ2. Если в качестве точечной оценки σ2 используется S2, то согласно (2.73) функция 
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является точечной оценкой дисперсии 
[image: image150.wmf]X

, а реализация S(
[image: image151.wmf]X

) при конкретной случайной выборке объема n будет определяться выражением:
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Точечная оценка параметра является случайной величиной, которая характеризуется только одним значением при конкретной случайной выборке. Возникает вопрос: «Насколько достоверна такая оценка и какова ее погрешность?». Ответ на поставленный вопрос дают доверительные оценки. Пусть функция распределения измеряемой ФВ Xi (i = 1…n) зависит от параметра γ и выдвигается гипотеза H0 о том, что выполняется неравенство:

Гн(x1, x2, … xn) < γ < Гв(x1, x2, … xn),


 (2.87)

где Гн и Гв – некоторые функции случайного вектора. 

После задания уровня значимости α и проверки гипотезы H0 определяется доверительная вероятность 

P(Гн(x1, x2, … xn) < γ < Гв(x1, x2, … xn)) = 1–α.

 (2.88)

Случайный интервал [Гн , Гв] называется доверительной или интервальной оценкой, а также доверительным интервалом параметра γ с доверительной вероятностью P =1–α. Соответственно, случайные границы Гн и Гв называются доверительными границами. 

Если имеется случайная выборка объемом из n измерений, то реализация доверительной оценки дает интервал [γн, γв], где 

γн = Гн(x1, x2, … xn) и γв = Гв(x1, x2, … xn).


 (2.89)

В большом ряду случайных выборок объемом из n измерений истинное значение параметра γ находится в (1–α)·100 % случаев внутри вычисленных доверительных границ. Иными словами доверительный интервал [Гн , Гв] «покрывает» истинное значение параметра γ с доверительной вероятностью 
P =1–α. Например, попробуем получить доверительную оценку a для измеряемой ФВ X
[image: image153.wmf]Î

N(x,a,σ) при известной σ. В этом случае случайная величина 
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 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]Î

N(x,0,1). Пользуясь справочными таблицами по заданному a можно из найти такое число za , при котором 

P(–za  < 
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 (2.90)

или 

P(
[image: image157.wmf]X

– za·σ) < а < (
[image: image158.wmf]X

+ za·σ)] = 2Ф0(za) = 1–α.


 (2.91)

Таким образом, случайный интервал [(
[image: image159.wmf]X

– za×σ), (
[image: image160.wmf]X

+ za·σ)] является доверительной оценкой a с доверительной вероятностью P = 1–α  или 

a = 
[image: image161.wmf]X

± za·σ   при P = 1–α.



 (2.92)

В случае, когда σ неизвестна, для получения доверительной оценки a измеряемой ФВ  X
[image: image162.wmf]Î

N(x,a,σ) необходимо воспользоваться ее точеной оценкой S. Тогда случайная ФВ должна удовлетворять t-распределению с (n-1) степенями свободы, которое было введено английским математиком Госсетом и которое часто называют распределением Стьюдента, представленном в справочных таблицах. По заданному α по этим таблицам можно найти такое число 
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, называемое коэффициентом Стьюдента, для которого справедливо равенство 
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или 
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Таким образом, случайный интервал от [
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С ростом числа наблюдений n распределение Стьюдента стремится к нормальному распределению и становится практически не отличимым от него при n ≥ 20. Поэтому с помощью коэффициентов Стьюдента можно проводить доверительные оценки нормально распределенных ФВ. С этой целью в таблицах всегда указываются 
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 при n→∞. Так, для P = 0,95 коэффициент 
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2.6.
В то же время в МИ 1317-2004 установлены следующие альтернативные характеристики погрешности измерений: СКО погрешности измерений; доверительные границы, в пределах которых погрешность находится с заданной доверительной вероятностью; характеристики случайной и систематической составляющих погрешности. В качестве характеристик случайной составляющей погрешности измерений используют СКО и (при необходимости) нормализованную автокорреляционную функцию случайной составляющей погрешности измерений или характеристики этой функции. Характеристиками систематической составляющей погрешности измерений являются СКО неисключенной систематической составляющей погрешности измерений (НСП) или доверительные границы, в которых НСП находится с заданной доверительной вероятностью (в частности, с Р =1). При необходимости СКО случайной и (или) НСП сопровождают указанием принятой аппроксимации закона распределения погрешностей или его качественным описанием. 

Когда результаты данных измерений используют совместно с другими результатами измерений, а также при расчетах погрешностей измерений ФВ, функционально связанных с результатами данных измерений (например, критериев эффективности, функций потерь, результатов косвенных измерений и др.), в качестве характеристик погрешности измерений применяют точечные характеристики погрешности, т.е. СКО. 

Когда результаты данных измерений являются окончательными и пригодными для решения определенной технической задачи, то для расчетов применяют интервальные характеристики погрешности, т.е. доверительные границы, в пределах которых погрешность находится с известной (или заданной) доверительной вероятностью. 

Как уже упоминалось выше, полностью устранить все систематические погрешности измерения невозможно. Поэтому в исправленных результатах наблюдений всегда содержится НСП, обусловленная несовершенством методов и СИ, а также действием других факторов. Она является случайной величиной, функция распределения которой, как правило, неизвестна. Во многих случаях можно определить только предельные значения Θi (i = 1…m) различных составляющих НСП. Так, если случайные погрешности пренебрежимо малы, то в качестве границ составляющих НСП принимают пределы допускаемых основных и дополнительных погрешностей СИ. Однако, законы распределения составляющих НСП часто неизвестны. 

Обычно погрешности выражают через СКО. Поэтому в качестве модели составляющих НСП естественно принять закон распределения с наибольшим значением СКО. Можно показать, что среди распределений с одним максимумом наибольшим значением СКО обладает равномерный закон, ограниченный предельными погрешностями. Таким образом, руководствуясь принципом оценивания погрешностей сверху, полагают, что составляющие НСП независимы и имеют равномерное распределение. Оценку НСП регламентирует РМГ 29-1999 и ГОСТ 8.207-1976, в которых границы НСП результата измерения при малом числе составляющих (n ≤ 4) рекомендуется определять по максимуму: 
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где Θi – граница i-й составляющей НСП. 

Эта оценка всегда завышена, т.к. маловероятно, чтобы все составляющие НСП одновременно приняли свои граничные значения. Поэтому при n > 4 границы Θ оцениваются по точечной оценке СКО (НСП):
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Для приближенных оценок полагают, что НСП характеризуется нормальным распределением, для которого при доверительной вероятности доверительные границы равны: 
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Когда же n ≤ 4 и P = 0,99, то доверительные границы вычисляются по формуле: 


[image: image177.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

Q

±

=

Q

å

=

m

i

i

К

1

2

,



 (2.100)

где К - коэффициент, зависящий от числа слагаемых и определяемый по графику, приведенному в ГОСТ 8.207–1976. 

Рассмотрим отдельно прямые равноточные и неравноточные измерения, а также однократные прямые измерения. Методы обработки результатов прямых равноточных измерений с многократными наблюдениями регламентированы ГОСТ 8.207-1976. Если измеряемая ФВ X
[image: image178.wmf]Î

N(x,a,σ), то при статистической обработке группы результатов наблюдений 
[image: image179.wmf]i

х
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(i = 1…n) следует выполнить следующие операции:

1)
исключить известные систематические погрешности из результатов наблюдений 
[image: image180.wmf]i

х

¢

(i = 1…n) и получить исправленные результаты наблюдений xi (i =1…n);

2)
вычислить среднее арифметическое 
[image: image181.wmf]х

 исправленных результатов наблюдений xi(i = 1…n), принимаемое за результат измерения:
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3)
найти случайное отклонение Δxi (остаточную погрешность) результатов отдельных наблюдений xi от 
[image: image183.wmf]х

:

Δxi = xi – 
[image: image184.wmf]х

   при i = 1…n.
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Проверкой правильности определения Δxi является выражение: 
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4)
вычислить точечную оценку 
[image: image186.wmf]s

ˆ

 СКО (σ) результата наблюдения 
xi (i =1…n): 
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5)
если имеются промахи, необходимо из ряда результатов наблюдений xi (i =1…n) исключить результаты, содержащие грубые погрешности и повторить вычисления по пунктам 2÷5;

6)
определить точечную оценку СКО результата измерения x:
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7)
вычислить доверительные границы ε случайной составляющей погрешности результата измерения (без учета знака):
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Значение коэффициента Стьюдента (
[image: image190.wmf]a
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) находят из справочных таблиц по известной доверительной вероятности P =1–α и числу результатов наблюдений n;

8)
вычислить без учёта знака (т.е. отбросить знак «±») доверительные границы Θ НСП результата измерения. При этом доверительная вероятность P принимается такой же, как и при вычислении доверительных границ ε;

9)
определить доверительные границы Δ погрешности результата измерения 
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где 
[image: image193.wmf]S
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 – точечная оценка суммарного СКО результата измерения 
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, равная:
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Точечная оценка СКО НСП (
[image: image196.wmf]Q

s
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) вычисляется по формуле (2.73). Коэффициент k зависит от соотношения случайной и неисключенной систематической погрешностей и определяется с помощью выражения:
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Доверительные границы погрешности (Δ) результата измерений – наибольшее и наименьшее значения погрешности измерений, ограничивающие доверительный интервал, внутри которого с заданной доверительной вероятностью находится искомое (истинное) значение погрешности результата измерений. При симметричных границах термин может применяться в единственном числе – доверительная граница. 

Иногда вместо термина доверительная граница применяют термин доверительная погрешность или погрешность при данной доверительной вероятности. 

В большинстве случаев для определения доверительных границ (Δ) погрешности результата измерения принимают доверительную вероятность P = 0,95. В тех случаях, когда измерение нельзя повторить, допускается указывать Δ при P = 0,99. В особых случаях, например при измерениях, результаты которых имеют значение для здоровья людей, допускается принимать и более высокую доверительную вероятность;

10)
представить результаты измерений в соответствии с 
МИ 1317–2004, т.е.: 

x = 
[image: image198.wmf]х

± Δ  при P = 0,95.
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Причем, числовое значение результата измерения 
[image: image199.wmf]х

 должно оканчиваться цифрой того же разряда, что и значение Δ, а значение Δ должно выражаться числом, содержащим не более двух значащих цифр. Например, после обработки результатов измерений постоянного напряжения получен результат измерения 
[image: image200.wmf]U

 = 12,345 В с доверительными границами (без учета знака) Δ = 0,112 В при P = 0,95. Тогда Δ ≈ 0,11 В; 
[image: image201.wmf]U

 ≈ 12,35 В и результаты измерения следует записать следующим образом: U = (12,35±0,11) В 
при P = 0,95. 

Измерения ФВ характеризуются неопределенностью, сходимостью и воспроизводимостью результатов измерений ФВ. 

Неопределенность измерений связана с результатом измерений и характеризует рассеяние значений, которые можно приписать измеряемой ФВ. Это может быть стандартное отклонение (или число, кратное ему), а также половина доверительного интервала с указанием доверительной вероятности. 

Сходимость результатов измерений ФВ характеризует близость друг к другу результатов измерений одной и той же ФВ, выполненных повторно одними и теми же средствами, одним и тем же методом в одинаковых условиях и с одинаковой тщательностью. Для двух групп многократных измерений она характеризуется размахом, средней квадратической или средней арифметической погрешностью. 

Воспроизводимость результатов измерений ФВ – это близость результатов измерений одной и той же ФВ, полученных в разных местах, разными методами, разными средствами, разными операторами, в разное время, но приведенных к одним и тем же условиям измерений (температуре, давлению, влажности и др.). Она может характеризоваться средними квадратическими погрешностями сравниваемых рядов измерений. 

Ряд результатов измерений ФВ является случайной выборкой из объема измерений и характеризуется их рассеянием, т.е несовпадением результатов измерений одной и той же ФВ в ряду равноточных измерений, обусловленное, как правило, действием случайных погрешностей. Оценками рассеяния результатов в ряду измерений могут быть: 

•
размах;

•
средняя арифметическая погрешность (по модулю);

•
точечные оценки СКО (
[image: image202.wmf]s
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) результатов отдельных наблюдений 
xi (i = 1…n) и СКО [
[image: image203.wmf])
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] результата измерений
[image: image204.wmf]х

;

•
доверительные границы погрешности (доверительная граница или доверительная погрешность). 

Размах результатов измерений – оценка Rn рассеяния результатов единичных измерений ФВ, образующих ряд или случайную выборку объёма n, вычисляемая поформуле:

Rn = xmax – xmin ,



 (2.111)

где xmax и xmin – наибольшее и наименьшее значения ФВ в данном ряду измерений. 

Средняя арифметическая погрешность 
[image: image205.wmf]х

D

 ряда наблюдений – среднее арифметическое модулей случайных отклонений Δxi (i = 1…n):
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Пусть имеется l групп независимых наблюдений одной и той же ФВ X
[image: image207.wmf]Î

N(x,a,σ), а nj - число наблюдений в j-й группе (j = 1…l). При статистической обработке неравноточных измерений следует выполнить следующие операции:

1)
вычислить точечные оценки математического ожидания a, т.е. средние арифметические 
[image: image208.wmf]j

х

 исправленных результатов наблюдений 
xi (i = 1…n; j = 1…l), принимаемых за результаты измерений;

2)
определить точечные оценки СКО [
[image: image209.wmf])
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] результатов измерения 
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 (j = 1…l);

3)
найти среднее взвешенное значение ФВ (
[image: image211.wmf]х

), принимаемое за результат неравноточных измерений и являющееся средним значением ФВ из ряда неравноточных измерений, определённых с учетом веса каждого единичного измерения. Среднее взвешенное значение ФВ называют, также, средним весовым. Оно вычисляется по формуле: 
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где pj – вес результата измерения xj (j = 1…l), представляющий собой положительное число, служащее оценкой доверия к тому или иному отдельному результату измерения ФВ, входящему в ряд неравноточных измерений. 

Поскольку M(
[image: image213.wmf]j
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) = M(
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) = a (j = 1…l), то из (2.113) следует, что


[image: image215.wmf]1

1

=

å

=

l

j

j

p

.




 (2.114)

В большинстве случаев принято считать, что веса pj результатов измерения 
[image: image216.wmf]j
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, входящих в ряд неравноточных измерений, обратно пропорциональны квадратам точечных оценок СКО [
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(j = 1…l), т.е.:


[image: image219.wmf])

(

ˆ

1

...

:

)

(

ˆ

1

:

)

(

ˆ

1

...

:

:

2

2

2

1

2

2

1

l

l

x

s

x

s

x

s

p

p

p

=

.

 (2.115)

Таким образом, с учетом (2.115), получаем:
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4)
определить точечную оценку СКО [
[image: image221.wmf])

(
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s

] результата неравноточных измерений 
[image: image222.wmf]х
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5)
вычислить доверительные границы ε случайной погрешности результата неравноточных измерений 
[image: image224.wmf]х

 (без учета знака)


[image: image225.wmf]).
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При этом, число степеней свободы распределения Стьюдента следует определять по формуле: 


[image: image226.wmf]1

1

2

1

1

1

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

å

l

j

j

n

l

n

;



 (2.119)
6)
не учитывая знак, найти границы или доверительные границы НСП (Θ) результатов измерения 
[image: image227.wmf]j

х

 (j = 1…l). Доверительную вероятность P при вычислении Θj (j = 1…l) принять той же, что и при вычислении доверительных границ ε. Считать доверительные границы НСП (Θ) результата неравноточных измерений 
[image: image228.wmf]х

 равными наибольшим из 
Θj (j = 1…l): 


[image: image229.wmf];
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7) определить доверительные границы (Δ) погрешности результата неравноточных измерений 
[image: image230.wmf]x

: 
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8)
результаты измерений представить в следующем виде: 

х = 
[image: image232.wmf]х

± Δ  при P = 0,95.



 (2.122)

Однократные измерения или измерения с однократным наблюдением проводятся при соблюдении следующих условий: 

•
исследуемый ОИ заранее достаточно изучен и есть полная уверенность в адекватности принятой для него математической модели;

•
имеется достаточно данных об измеряемой ФВ и влияющих на нее факторов;

•
случайная составляющая погрешности результата измерения несущественна по сравнению с систематической или находится в пределах допустимого интервала. 

Выполнение данных условий, т.е. наличие исчерпывающей первичной (априорной) информации об измерительной задаче, обеспечивает сходимость и воспроизводимость измерений с однократными наблюдениями. 

Если измеряемая ФВ X
[image: image233.wmf]Î

N(x,a,σ), то при обработке результатов измерения с однократным наблюдением 
[image: image234.wmf]х

¢

 следует выполнить следующие операции:

1)
исключить известные систематические погрешности из результата наблюдения 
[image: image235.wmf]х

¢

 и получить исправленный результат наблюдения x;

2)
принять за результат измерения исправленный результат наблюдения x;

3)
вычислить (без учета знака) границы или доверительные границы НСП (Θ) при выбранной доверительной вероятности P результата 
измерения x;

4)
по известной точечной оценке СКО (
[image: image236.wmf]s

ˆ

) результата измерения x определить доверительные границы ε случайной погрешности результата измерения x (без учета знака):
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Доверительную вероятность P =1–α  при вычислении доверительных границ ε принять той же, что и при вычислении доверительных границ Θ;

5)
определить доверительные границы (Δ) погрешности результата измерения x: 
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6)
результаты измерений представить в виде: 


[image: image239.wmf]х

¢

= x ± Δ  при P = 0,95.


 (2.125)

Косвенные измерения ФВ (Q) определяются выражением:

q = f(x1, x2,..., xm),




 (2.126)

где аргументы xi (i = 1…m) – результаты прямых измерений ФВ Xi (i = 1…m), связанные известной функциональной зависимостью f с результатом q косвенных измерений ФВ Q. 

Так как аргументы содержат погрешности, то и результат косвенных измерений будет содержать погрешности. Пусть 
[image: image240.wmf]q

 - действительное значение ФВ Q, Δ - погрешность косвенных измерений, а 
[image: image241.wmf]i

х

 и 
Δi – действительное значение и погрешность прямых измерений ФВ 
Xi (i = … m). Тогда (2.126) можно представить в виде:


[image: image242.wmf]).

,...

,

(

2

2

1

1

m

m

x

x

x

f

q

D

+

D

+

D

+

=

D

+



 (2.127)

Если 
[image: image243.wmf]1
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 (i = 1…m), то можно воспользоваться разложением в ряд Тейлора и ограничиться линейными членами: 
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где значения частных производных 
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 при (i = 1…m) вычисляются при подстановке 
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. Из (2.128) следует, что:
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[image: image250.wmf]i
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Так как Δ = Δсис + Δсл и Δi  = Δсисi + Δслi , где Δсис и Δсл – систематическая и случайная погрешности результата косвенных измерений ФВ Q, а Δсисi и Δслi – систематическая и случайная погрешности результата прямых измерений Xi (i = 1…m), то выражение (2.130) распадается на два равенства:
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[image: image252.wmf]слi
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Поскольку Δсисi исключаются из результатов прямых измерений, то 
Δсис = 0, а случайные погрешности оцениваются по величине СКО. Возведем (2.132) в квадрат, и определим математическое ожидание от левой и правой частей полученного выражения:
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Так как M(Δсл) = 0 и M(Δслi) = 0, то М(
[image: image254.wmf]2
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) = D(
[image: image255.wmf]2
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D

) = σ2 (СКО случайной погрешности результата косвенных измерений ФВ Q); 
М(
[image: image256.wmf]2
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) = D(
[image: image257.wmf]2

слi

D

) = σi2 (СКО случайной погрешности результата ФВ Xi), то:
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       (2.134)

Если случайные погрешности физических величин Xi (i = 1…m) не зависят друг от друга, то M(ΔслiΔслj) = M (Δслi) M (Δслj) = 0 и:


[image: image259.wmf].
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Методы обработки результатов косвенных измерений с многократными наблюдениями регламентируются МИ 2083–1990. Пусть проведены косвенные измерения ФВ Q, определяемые выражением (2.127) при условии, что:

•
физические величины Xi
[image: image260.wmf]Î

N (x,ai,σi) при i = 1…m;

•
случайные погрешности Xi не зависят друг от друга;

•
прямые измерения каждой ФВ Xi включают ni наблюдений, результаты которых (
[image: image261.wmf]i

х

¢

)k при k = 1…ni. 

При статистической обработке результата косвенных измерений с многократными наблюдениями следует выполнить следующие операции:

1)
исключить известные систематические погрешности из результатов наблюдений (
[image: image262.wmf]i

х

¢

)k при k = 1…ni  и получить исправленные результаты наблюдений (xi)k;

2)
вычислить точечные оценки математических ожиданий ai, т.е. среднее арифметические 
[image: image263.wmf]i

х

 (i = 1…m) исправленных результатов наблюдений (xi)k при k = 1…ni:
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3)
найти отклонения Δ(xi)k результатов отдельных наблюдений 
(xi)k от 
[image: image265.wmf]i

х

:

Δ(xi)k = (xi)k – 
[image: image266.wmf]i

х

  при k = 1…ni  и  i = 1…m;

 (2.137)

4)
вычислить точечную оценку 
[image: image267.wmf]i

s

ˆ

 СКО (σi) результата наблюдения (xi)k:
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5)
если имеются промахи, из ряда результатов наблюдений (xi)k необходимо исключить результаты, содержащие грубые погрешности и повторить вычисления по пунктам 2÷5;

6)
определить точечные оценки 
[image: image269.wmf])
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 средних квадратических отклонений результатов прямых измерений 
[image: image270.wmf]i
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7)
за результат q косвенного измерения ФВ Q следует принять значение, вычисляемое с помощью (2.129), т.е. при подстановке в функцию f результатов прямых измерений 
[image: image272.wmf]i

х

;

8)
вычислить точечную оценку 
[image: image273.wmf])
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 СКО результата косвенного измерения 
[image: image274.wmf]q
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где величина 
[image: image276.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

)

(

ˆ

)

(

ˆ

i

i

x

s

x

f

x

E

 называется частной погрешностью косвенного измерения;

9)
определить доверительные границы ε случайной погрешности результата косвенного измерения 
[image: image277.wmf]q

 (без учёта знака):
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где «эффективное» число степеней свободы распределения Стьюдента (N) находится из выражения: 


[image: image279.wmf][
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10)
вычислить границы или доверительные границы (Θ) НСП результата косвенного измерения 
[image: image280.wmf]q

 (без учета знака). Доверительную вероятность (P) при вычислении доверительных границ (Θ) принять той же, что и при вычислении доверительных границ (ε). При этом границы и доверительные границы будут равны:
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где Θi – граница НСП прямых измеренийФВ Xi (i = 1…m), а коэффициент (К) равен
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Доверительные границы Θ при m ≤ 4 являются границами НСП, а при m > 4 – доверительными границами, т.к. K зависит от значения доверительной вероятности;

11)
определить доверительные границы (Δ) погрешности результата косвенного измерения 
[image: image283.wmf]q

:
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12)
результаты измерений представить в виде: 

q = 
[image: image285.wmf]q

 ± Δ   при P = 0,95.


 (2.146)

Частные погрешности 
[image: image286.wmf])
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 вносят различный вклад в формирование значения точечной оценки 
[image: image287.wmf])
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 СКО результата косвенного измерения 
[image: image288.wmf]q

, а т.к. значение доверительных границ (Δ) погрешности округляется до двух значащих цифр, то некоторые частные погрешности могут не оказывать заметного влияния на значение 
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Если возвести обе части этого неравенства в квадрат, то после преобразования и округления получим: 
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Условие (2.148) называется критерием ничтожных погрешностей. Если частная погрешность меньше 
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, то она является ничтожной и может быть исключена из рассмотрения. Критерий ничтожных погрешностей применим и при оценке границ НСП. 

Косвенные измерения ФВ с однократным наблюдением проводятся при наличии исчерпывающей первичной информации об измерительной задаче. Пусть проведены косвенные измерения ФВ Q, определяемые выражением (2.127) при условиях, когда:

•
физические величины Xi
[image: image295.wmf]Î

N (x,ai,σi) при (i = 1…m);

•
случайные погрешности измерения ФВ Xi не зависят друг от друга;

•
прямое измерение каждой ФВ Xi включает одно наблюдение. 

При обработке результата косвенного измерения с однократным наблюдением следует выполнить следующие операции:

1)
исключить известные систематические погрешности из результатов наблюдений 
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 ФВ Xi (i = 1…m) и получить исправленные результаты наблюдений xi;

2)
принять за результат однократного косвенного измерения q значение, вычисляемое с помощью (2.127), т.е. при подстановке в функцию f исправленных результатов наблюдений xi (i = 1…m);

3)
вычислить (без учета знака) с помощью (2.142) границы или доверительные границы Θ НСП при выбранной доверительной вероятности P результата однократного косвенного измерения q;

4)
по известным точечным оценкам СКО (
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 СКО результата однократного косвенного измерения q: 
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5)
определить доверительные границы (ε) случайной погрешности результата измерения x (без учёта знака): 

ε = 
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Доверительную вероятность P =1-α при вычислении доверительных границ ε принять той же, что и при вычислении доверительных границ Θ;

3) вычислить доверительные границы (Δ) погрешности результата измерения x: 
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7)
результаты измерений представить в виде: 
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3.
Грубые погрешности. Критерии 3σ, Шарлье и Диксона. Правила округления результатов измерений.
3.1.
Грубая погрешность (промах) - это погрешность результата отдельного наблюдения, которая для данных условий эксперимента резко отличается от погрешностей остальных результатов измерений ФВ. Появление грубой погрешности обусловлено резким изменением условий эксперимента, нарушением методик, ошибкой оператора. Обычно такие погрешности выявляются при повторных экспериментах и удаляются из результатов измерений ФВ.

Наличие грубой погрешности определяется при помощи ряда критериев, т.к. другими способами ее появление отследить трудно, а для однократных измерений – практически не возможно. 
3.2.
Критерий «три сигма» (3σ), уже упоминавшийся ранее, применяется для результатов измерений ФВ, распределенных по нормальному закону. Основное условие критерия - результат, возникающий с вероятностью 
Р ≤ 0.003, считается маловероятным и его можно считать промахом, если:
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где 
[image: image304.wmf]x

 - среднее значение результатов измерений ФВ, вычисляемое без учета экстремальных значений измеряемой ФВ; хi - экстремальное значение измеряемой ФВ; σ - СКО результата измерения ФВ, вычисляемое без учета экстремальных значений измеряемой ФВ.

3.3.
Критерий Шарлье используется при числе наблюдений более 20. Соответственно, число результатов (n), по абсолютному значению превышающих среднее арифметическое на величину Кш·σ, равно:

n =1– Ф(Кш),




(3.2)
где Ф(Кш) - нормализованная функция Лапласа для х = Кш , значения которого приведены в таблице 3.1.

Таблица 3.1
	п
	5
	10
	20
	30
	40
	50
	100

	Кш
	1,3
	1,65
	1,96
	2,13
	2,24
	2,32
	2,58


При использовании критерия Шарлье отбрасывается результат, для которого выполняется неравенство:
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(3.3)
3.4.
Отличие критерия Диксона от других (предыдущих) критериев заключается в том, что его расчет проводится с использованием крайних значений рядов (критических) результатов измерений ФВ, расположенных в порядке возрастания их значений. Этот критерий имеет малую вероятность ошибки.

При определении критерия Диксона сначала все результаты измерений ФВ выстраиваются в порядке возрастания их значений: х1 < х2 < х3 < ... xn .
Расчет критерия Диксона осуществляют для наибольшего или для наименьшего значений ряда результатов измерения ФВ: 

1)
для наибольшего значения ряда:
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(3.4)

2)
для наименьшего значения ряда:
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(3.5)

где хп и xn-1, х1 и х2 – соответственно, последнее (максимальное) и предпоследнее, первое (минимальное) и второе значения вариационного ряда результатов измерения ФВ с учетом подозрительных значений ФВ.

Критическая область описывается выражением:

Р (КД > Zα) = α.




(3.6)

Для примера, в таблице 3.2 приведены отдельные значения критерия Zα, соответствующие количеству измерений ФВ (n), и уровню значимости (α) результатов измерения ФВ.

Таблица 3.2
	п
	Zα при α, равном

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01

	4
	0,68
	0,76
	0,85
	0,89

	6
	0,48
	0,56
	0,64
	0,70

	8
	0,4
	0,47
	0,54
	0,59

	10
	0,35
	0,41
	0,48
	0,53

	14
	0,29
	0,35
	0,41
	0,45

	16
	0,28
	0,33
	0,39
	0,43

	18
	0,26
	0,31
	0,37
	0,41

	20
	0,26
	0,30
	0,36
	0,39

	30
	0,22
	0,26
	0,31
	0,34


3.5.
Большое влияние на точность итогового результата измерения ФВ оказывает процесс его округления, т.к. согласно одной из основных теорем метрологии (без округления результат измерения является случайным) он должен быть обязательно округлен. Однако: 
-
не следует стремиться при округлении записать как можно больше цифр после запятой, хотя современная компьютерная техника позволяет вычислить результат с практически бесконечным количеством знаков; 

-
точность измерения ФВ должна быть достаточной, а не максимально возможной.

Для правильного понимания правил округления рассмотрим несколько терминов, характеризующих этот процесс:

· значащие цифры - это все цифры от первой слева, не равные нулю, до последней, записанной справа (нули не учитываются);

· округление - это процесс отбрасывания значащих цифр справа до определённого разряда с возможным изменением цифры этого разряда.

При округлении результата измерения ФВ необходимо пользоваться следующими правилами:

1. Результат измерения ФВ округляют до того же десятичного знака, что и абсолютную погрешность измерения, а лишние цифры заменяют нулями.

2. Если цифра старшего из отбрасываемых разрядов меньше 5, то остальные числа не изменяются; лишние цифры заменяются нулями, а в десятичных дробях отбрасываются. Например, число 174,437 при сохранении четырех значащих цифр округляется до 174,400.

3. Если цифра старшего из отбрасываемых разрядов больше или равна 5, но за ней следуют цифры, отличные от нуля, то последнюю сохраняемую цифру увеличивают на единицу. Например, число 12,567 при трех значащих цифрах округляют до 12,600.

4. Если отбрасываемая цифра равна 5, а следующая за ней неизвестна или равна нулю, то последнюю сохраняемую цифру не изменяют, если она четная, и увеличивают на единицу, если она нечетная. Например, число 23,35 при двух значащих цифрах округляем до 23,4.

5. Погрешность результата измерений ФВ указывается двумя значащими цифрами, если первая из них равна 1 или 2, и одной, если 3 и более.

6. Округление результата измерения ФВ проводится лишь в окончательном ответе, а все предварительные вычисления проводятся с одной-двумя лишними цифрами.

В случаях, когда необходимо учитывать результаты предыдущих округлений, выполняются следующие действия:

· если отбрасываемая цифра получилась в результате предыдущего округления в большую сторону, то последняя сохраняемая цифра не изменяется;

· если отбрасываемая цифра получилась в результате предыдущего округления в меньшую сторону, то последняя сохраняемая цифра увеличивается на единицу.

Округление выполняется сразу до желаемого количества цифр, а не по этапам - в противном случае вносится дополнительная погрешность, например при округлении числа 565,46 сразу до трех значащих цифр получится 565, а при поэтапном округлении: 565,46 → 565,5 → 566.
При записи результата измерений ФВ, если необходимо указать, что число является точным, то после него пишется слово «точно» или последняя значащая цифра печатается жирным шрифтом (2,4 – точно или 2,4). Если же необходимо указать, что верны и числа до определенного знака, то в запись вносится ноль, например 2,40.
Числовое значение ФВ и погрешность ее измерения записываются с указанием одной и той же единицы ФВ - (80,555±0,002) кг.
4.
Основы статистической проверки гипотез о свойствах эксперимента. Критерии Пирсона и Колмогорова.
4.1.
Как уже упоминалось выше, для объективной оценки полученной информации необходимо оценить согласие выдвинутой гипотезы об ожидаемом распределении результатов измерений с фактически полученным распределением зарегистрированных значений ФВ в процессе измерения. То есть необходимо ответить на вопрос: объясняются ли обнаруженные расхождения случайными обстоятельствами или являются существенными и связаны с несоответствием фактического распределения принятой аналитической модели? 

Определение меры согласия теоретического (гипотетического) и экпериментального (фактического) распределений осуществляется поэтапно. 

Вначале выдвигается статистическая гипотеза о предполагаемом законе распределения результатов измерения ФВ (нормальный, равномерный или др.), которую называют нулевой (или выдвинутой) гипотезой, и конкурирующую гипотезу, противоречащую нулевой. 

Далее, с использованием критериев согласия, в качестве которых наиболее часто используются критерии Пирсона и Колмогорова, нулевая гипотеза принимается или отвергается. 

4.2.
При проверке согласия экспериментального и теоретического распределений результатов измерений ФВ с помощью критерия Пирсона мерой расхождения статистического ряда с гипотетическим является сумма квадратов отклонений частот появлений результата статистических вероятностей (
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(4.1)
Величина расхождения (R) между теоретическим и экспериментальным законами определится как:
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(4.2)
С учетом этого критерий Пирсона (χ2) можно определить по формуле:

χ2=
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(4.3)

где ni – количество результатов измерений в i-интервале; N – общий объем измерений; pi  – теоретическая вероятность появления результата измерения в i-интервале; k – количество интервалов.

Критерий Пирсона зависит от числа степеней свободы (r):
r = k– f,




(4.4)
где k – количество интервалов; f – число наложенных связей (ограничений), равное числу параметров в рассматриваемом законе распределения.

При определении числа связей для нормального закона распределения результатов измерений ФВ учитываются следующие условия:

1) для всех экспериментальных данных сумма вероятностей появления должна быть равна единице:
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(4.5)
2) статистическое среднее значение измеряемой ФВ должно совпадать с гипотетическим:
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(4.6)
где М(х) - математическое ожидание результатов измерений ФВ;

3)
гипотетическая дисперсия результатов измерений ФВ должна совпадать со статистической:
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(4.7)
Критерий Пирсона позволяет оценить расхождение гипотетического распределения со статистическим, которое задается в табличном виде в приложении 3 параметрами r (числа степеней свободы для выбранного закона распределения) и p (вероятности). 

Если полученная вероятность р очень мала (~ 0,1) и не превышает уровень значимости α, то событие считается невозможным, т.е. распределение экспериментальных данных противоречит нулевой гипотезе, и ее надо отбросить (или повторить опыт). 

Если р ≈ 1, то экспериментальных данных недостаточно и для получения достоверной информации число опытов должно быть увеличено не менее, чем до 50, а интервалы с частотами менее 5 должны быть объединены таким образом, чтобы частота попадания была более 5.

При определении значения критерия Пирсона возможны следующие варианты:

1)
если χ2эксп > χ2теор , то значение критерия попадает в критическую область, т.е. расхождение между экспериментальными и теоретическими (табличными) значениями существенно и не может быть объяснено случайными причинами, в результате чего нулевая гипотеза отбрасывается;

2)
если χ2эксп ≤ χ2теор , то критерий не превышает максимально возможную величину расхождения между экспериментальными и теоретическими (табличными) значениями. При этом нулевая гипотеза принимается.

4.3.
Критерий Колмогорова используется только для проверки гипотез о законах распределения непрерывных величин при известных параметрах распределения. 
В качестве критерия расхождения рассматривается максимальное значение разности между теоретической и экспериментальной интегральными функциями распределения:
D = max|F*(х) – F(х)|,



(4.8)
где F*(х) - теоретическая функция распределения; F(х) - экспериментальная функция распределения.

Критерий Колмогорова определяют по формуле:
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где N - объем измерений.

Предельные значения λα, соответствующие заданному уровню значимости полученного результата (α), приведены в приложении 4. Чаще всего α выбирается в пределах от 0,1 до 0,2. 

Если λN > λα, то гипотеза о согласии теоретического распределения с данными эксперимента отвергается, а при λN ≤ λα – принимается.

Для графического нахождения критерия строятся графики экспериментальной [F*(х)] и теоретической [F(х)] функций распределения, после чего геометрически определяется максимальная разность между ними.

Этот критерий менее точен, чем критерий Пирсона, т.к. дает завышенные значения вероятности, что может привести к принятию неверной гипотезы.

5.
Основы теории корреляции. Понятия условного среднего и выборочного коэффициента. Уравнения регрессии. Корреляционное отношение.
5.1.
Корреляционный анализ применяют для установления влияния параметров изделия на его эксплуатационные свойства, а также для выявления функциональных показателей этого изделия. Подобная взаимосвязь может быть выраженной неявно и определена лишь при обработке массивов экспериментальных данных. При проведении корреляционного анализа необходимо учитывать следующие требования: 

-
единицы, подвергаемые анализу, должны быть однородными; 

-
число наблюдений должно быть достаточно большим; 

-
факторы, включаемые в анализ, должны быть независимы друг от друга.

Целью проведения исследования служит определение силы случайной (стохастической) связи между величинами и формы связи (линейная или нелинейная).

Все исследуемые ФВ могут быть связаны функционально, статистически или быть полностью независимыми. Наличие корреляционной зависимости характеризуется рядом величин.

5.2.
Условное среднее (
[image: image316.wmf]x

y

) – это среднеарифметическое значение случайной величины. Если каждому значению х соответствует одно значение условного среднего, то зависимость является функциональной и ее можно рассматривать, как корреляционную зависимость y от x. При большом числе наблюдений отдельные значения могут встречаться несколько раз. Поэтому их группируют в корреляционные таблицы. Зависимость вида f(x) называется корреляционной, а уравнение yx=f(x) - уравнением регрессии y на x.

Основной характеристикой степени корреляционной связи является выборочный коэффициент корреляции, который находится в пределах 
от -1 до 1. Если знак отрицателен, то зависимость отрицательная и одна из зависимых ФВ убывает; а при знаке плюс – она положительная и обе ФВ возрастают. При значениях коэффициента корреляции, близких к нулю, можно предполагать либо отсутствие корреляционной связи, либо наличие нелинейной зависимости между ФВ. Для независимых случайных ФВ коэффициент корреляции (rb) равен нулю:
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 (5.1)

где n - объем выборки; 
[image: image318.wmf]х

 и 
[image: image319.wmf]y

 - выборочные средние; 
[image: image320.wmf]x

s

 и 
[image: image321.wmf]y

s

 - выборочные среднеквадратические отклонения; nxy – количество одинаковых значений ФВ в выборке.

Коэффициент корреляции характеризует только линейную зависимость, которая показывает тенденцию возрастания одной ФВ в зависимости от другой по линейному закону. 
Уравнение линейной зависимости в общем виде характеризуется уравнением:

y = аx + b.





 (5.2)

Уравнение регрессии Y на X имеет вид:
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 (5.3)

Уравнение регрессии X на Y имеет вид:
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 (5.4)

Линейные коэффициенты регрессии Y на X и X на Y соответственно равны:
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 (5.5)

Для упрощения расчетов переходят к условным вариантам, вводя следующие обозначения:
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где с1 и с2 - варианты признака, принятые за условные нули (обычно с наибольшими частотами); h1 и h2 - разности между соседними вариантами признака.

Выборочный коэффициент корреляции для условных вариантов равен:
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 (5.7)

где n - объем выборки; 
[image: image329.wmf]u

 и 
[image: image330.wmf]n

 - условные средние варианты; 
[image: image331.wmf]u

s

 и 

[image: image332.wmf]n

s

 - выборочные среднеквадратические отклонения условных вариантов; 

[image: image333.wmf]n

u

n

 - количество одинаковых значений условных вариантов в выборке.

Выборочные среднеквадратические отклонения для условных вариантов расчитываются по формулам:
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По аналогии с формулой (7.6) теоретические средние значения и среднеквадратические отклонения признаков будут равны:
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 (5.10)
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 (5.11)

В отдельных случаях уравнение регрессии является нелинейной функцией. 
Степень корреляционной связи определяется корреляционными отношениями:
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где 
[image: image342.wmf]x
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- среднеквадратические отклонения значений условных средних от средних значений.

Среднеквадратические отклонения признаков:
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Корреляционное отношение обладает рядом свойств:

1. Оно должно удовлетворять неравенству 0 < η < 1.

2. Если η = 0, то признак y связан с признаком x корреляционной зависимостью.

3. Если η = 1, то признак y связан с признаком x функциональной зависимостью.

4. Корреляционное отношение не должно быть меньше абсолютной величины выборочного коэффициента корреляции.

5. Если коэффициент корреляции по модулю равен η, то имеет место точная линейная корреляционная зависимость.

5.3.
В отдельных случаях необходимо удостовериться в отсутствии корреляционных связей. Для этого выдвигают нулевую гипотезу, говорящую о том, что между величинами x и y отсутствует связь. В качестве критерия проверки используются случайные величины:
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 (5.14)

Полученное значение t подчиняется распределению Стьюдента с 
(k=n–2) степенями свободы (см. Приложение 2). Для проверки гипотезы вычисляется наблюдаемое значение критерия для конкретной совокупности:
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 (5.15)

Если tнабл меньше табличного значения t, то нулевая гипотеза принимается, если больше - отвергается.

6.
Вопросы для тестирования.
1. Какие методы измерений Вы знаете?

2. Чем отличается метод измерения от методики измерения?

3. Дайте определение средства измерения. 

4. На какие виды подразделяются погрешности измерений по способу выражения, закономерности проявления, причине возникновения и отношению к изменению измеряемой ФВ?

5. Что такое класс точности средства измерения и как его определяют?

6. Дайте определение систематической и случайной погрешностей.

7. Расскажите о классификации систематических погрешностей.

8. Расскажите о классификации случайной погрешностей.

9. Для чего и как применяется критерий Фишера?

10. Перечислите способы уменьшения систематических погрешностей.

11. Напишите формулы и дайте определение среднего арифметического и математического ожидания, дисперсии и среднеквадратичного отклонения.

12. Какие основные законы распределения погрешностей Вы знаете? Кратко охарактеризуйте каждый из них.

13. Что такое доверительная вероятность и доверительный интервал и как они определяются?

14. Расскажите про суммирование систематических и случайных погрешностей.

15. Какие погрешности называются грубыми или промахами? Критерий Шарлье.

16. Какие погрешности называются грубыми или промахами? Критерий Диксона.

17. Какие погрешности называются грубыми или промахами? 
Критерий 3σ.

18. Расскажите про метод наименьших квадратов.

19. Какие критерии используются статистической проверки гипотез о свойствах эксперимента?

20. Каков алгоритм применения критерия Пирсона для статистической проверки гипотез о свойствах эксперимента?

21. Каков алгоритм применения критерия Колмогорова для статистической проверки гипотез о свойствах эксперимента?

22. С какой целью при проведении экспериментальных исследований применяется теория корреляции? Уравнения регрессии. Корреляционное отношение.

7.
Примеры решения задач и задачи для самостоятельного решения.

7.1.
Примеры решения задач.
Задача № 1. Для измерения напряжения в электрической цепи используется вольтметр с классом точности 1.0 и пределом измерения 
Uн = 300 В. Измеренное вольтметром напряжение U = 100 В. Определить абсолютную (ΔU) и относительную (δ) погрешности измерения, а также действительную величину измеренного напряжения.
Решение. Так как действительное значение измеряемого напряжения неизвестно, то для определения абсолютной погрешности воспользуемся классом точности прибора. Используя формулу для приведенной погрешности прибора, которая равна его классу точности, легко определить абсолютную погрешность:

ΔU = (γ·Uн) / 100 = (1,0·300) / 100 = ±3 (В).
Тогда, относительная погрешность будет равна:

δ = (ΔU / U) 100 % = (3 / 100) 100 % = ±3 %.
Задача № 2. Проведен ряд независимых измерений величины тока: 231, 228, 230, 239, 235 мА. Пренебрегая систематической погрешностью, определить истинное значение величины тока, среднеквадратические отклонения метода и результата измерения. 
Полагая, что закон распределения нормальный с нулевым математическим ожиданием, определить вероятность того, что измеряемая величина отличается от среднего значения не более, чем на ±5 мА. 

При вероятности Р=0,95 определить симметричный доверительный интервал измерения тока.

Решение.

Среднее значение измеряемого тока будет равно:

Iср = (
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Среднеквадратическое отклонение результата измерений определяется по формуле:

σ =
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≈ ±4,42 (мА).
Тогда среднеквадратическая погрешность метода измерения будет равна: 
σср = σ / 
[image: image351.wmf]n

 ≈ 4,42 /
[image: image352.wmf]5

 ≈ ±1,97 (мА).
Теперь определим вероятность того, что измеренная величина тока будет отличаться от среднего значения не более, чем на ±5 мА. Так как известно, что закон распределения нормальный, количество измерений меньше 20, а доверительный интервал симметричный, то для определения будем использовать распределение Стьюдента, в соответствии с которым:

Р = 2F5 (ΔI  / σср)] – 1 = 2F5 (5 / 1,97)] – 1≈ 0,93.
При этом симметричный доверительный интервал для вероятности Р=0,95 составит:

Р=2F5 (ΔI / σср)] – 1 = 2F5 (ΔI / 1,97)] – 1 = 0,95.

Зная Р=0,95 и n=5, по справочной таблице найдем, что

ΔI / 1,97 ≈ ±2,1.
Откуда получаем, что границы симметричного доверительного интервала будут равны: 
ΔI = 2,1·1,97 ≈ ±4,14 (мА).
Таким образом результаты измерений тока необходимо записать в виде:

1) I = (233±5) мА при Р = 0,93; 
2) I = (233,00±4,14) мА при вероятности Р = 0,95.

Задача № 3. Используя критерий Шарлье, найти и отбросить грубые ошибки измерения тока Хi миллиамперметром, результаты которых приведены в таблице.
Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	Хi , мА
	45
	46
	47
	46
	48
	48
	48
	45
	49
	50
	51
	52
	50
	53
	53
	54
	55
	62
	66
	52


Решение.

Вспоминаем, что результаты измерения, отличающиеся от 
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 более чем на Кш·σ , считаются промахами и отбрасываются. Поэтому сначала находим 
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Теперь можно рассчитать СКО по формуле:
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В соответствии с таблицей 4.1 при n = 20 коэффициент Шарлье 
Кш = 1,96 и Кш·σ = ±10,56 (мА). 
Используя формулу 
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 для каждого из измерений, в результате чего промахами считаются значения тока 62 и 66 мА.
Задача № 4. Для контроля емкости конденсатора номиналом 50 пФ выполнены измерения, результаты которых приведены в таблице. 
Используя критерий 3σ надо найти и отбросить грубые ошибки измерений.
Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Хi , пФ
	46
	47
	48
	49
	50
	65
	52
	53
	54
	51


Решение.

Для нахождения σ, прежде всего надо найти 
[image: image360.wmf]Х

(без учета экстремального значения 65 пФ), используя формулу:
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Теперь рассчитаем СКО:
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Используя формулу 
[image: image365.wmf]s
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, проверим выполнение соотношения 
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 для каждого из измерений, в результате чего промахом является значение емкости конденсатора 65 пФ и его следует отбросить.
Задача № 5. Выполнить округление результата измерения длины здания L = 565,46 см до трех значащих цифр двумя способами: поэтапно и сразу.
Решение.

1) при поэтапном округлении: 565,46 → 565,5 → 566;
2)
при округлении сразу: 565,46 → 565.
Задача № 6. В результате измерения длины (Хi) 1000 деталей получены данные, приведенные в таблице. Уровень значимости равен α = 0,05.
Пользуясь критерием Колмогорова, проверьте гипотезу о том, что полученный результат подчиняется нормальному закону с 
[image: image367.wmf]Х

= 100,25 мм 
и σ = ±1 мм.
Таблица
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Хi , мм
	98,0
	98,5
	99,0
	99,5
	100,0
	100,5
	101,0
	101,5
	102,0
	102,5

	ni
	21
	47
	87
	158
	181
	201
	142
	97
	41
	25


Решение.

Для решения данной задачи составим и будем заполнять следующую таблицу.

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	ΔХ
	-2,25
	-1,75
	-1,25
	-0,75
	-0,25
	0,25
	0,75
	1,25
	1,75
	2,25

	Ф(ΔХ)
	-0,4877
	-0,4599
	-0,3944
	-0,2734
	-0,0987
	0,0987
	0,2734
	0,3944
	0,4599
	0,4877

	F(Xi)
	0,0123
	0,0401
	0,1056
	0,2266
	0,4013
	0,5987
	0,7734
	0,8944
	0,9599
	0,9877

	F*(Xi)
	0,0210
	0,0470
	0,1340
	0,2450
	0,4260
	0,6270
	0,7690
	0,8660
	0,9070
	0,9320

	F*– F
	0,0087
	0,0069
	0,0284
	0,0868
	0,0927
	0,0963
	0,0636
	0,0504
	0,0151
	0,0123


Абсолютная погрешность измерения определяется по формуле:

ΔХ = Хi – 
[image: image368.wmf]Х

.
Так как количество измерений менее 20, а закон распределения принято считать нормальным, то для расчета экспериментальной функции F(Х) можно воспользоваться формулой:

F(Хi) = 0,5 +
[image: image369.wmf]dt
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) = = 0,5 + Ф(ΔХ).
Для вычисления теоретической функция распределения воспользуемся выражением:

F*(Xi) =
[image: image371.wmf]å
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После вычисления значений F(Х) и F*(Xi) рассчитываем разность значений экспериментальной и теоретической функций распределения 
(F* – F) и заносим их в таблицу, после чего выбираем максимальное значение этой разности, равное 0,0963, и определяем экспериментальное значение критерия Колмогорова, используя формулу:
λN = (F* – F)макс ·
[image: image372.wmf]N

= 0,0963
[image: image373.wmf]1000

 ≈ 3,045.
Теоретическое значение, полученное из Приложения 4 с учетом уровня значимости α = 0,05, составит λa = 1,358, т.е. расчетное значение критерия Колмогорова больше табличного, в следствие чего гипотеза о нормальном распределении экспериментальных данных должна быть отвергнута.

Задача № 7. Распределение 40 заводов области по количеству ремонтных мастерских yj и числу станкосмен xi представлено в таблице. Необходимо: 
-
составить уравнение регрессии и установить степень связи между признаками;
-
вычислить средние фактические и теоретические значения средних для yx; 
-
записать уравнение регрессии y на x.

Таблица
	yi        xi
	10-15
	15-20
	20-25
	25-30
	30-35
	35-40
	nx

	0-0,2
	4
	-
	-
	-
	-
	-
	4

	0,2-0,4
	2
	2
	-
	-
	-
	-
	4

	0,4-0,6
	-
	-
	2
	-
	-
	-
	2

	0,6-0,8
	-
	6
	-
	4
	4
	-
	14

	0,8-1,0
	-
	-
	-
	-
	6
	6
	12

	1,0-1,2
	-
	-
	-
	-
	-
	4
	4

	ny
	6
	8
	2
	4
	10
	10
	40


Решение.

Для перехода к условным вариантам воспользуемся формулами (7.6), вставляя их в корреляционную таблицу, в качестве условных нулей, используя с1 = 0,7; с2 = 27,5 и h1 = 0,2; h2 = 5.

Таблица
	 u         v
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	nu

	-3
	4
	-
	-
	-
	-
	-
	4

	-2
	2
	2
	-
	-
	-
	-
	4

	-1
	-
	-
	2
	-
	-
	-
	2

	0
	-
	6
	-
	4
	4
	-
	14

	1
	-
	-
	-
	-
	6
	6
	12

	2
	-
	-
	-
	-
	-
	4
	4

	nv
	6
	8
	2
	4
	10
	10
	40


Начнем с определения средних значений для условных вариантов:

[image: image374.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

;

15

,

0

40

10

2

10

1

4

0

2

1

8

2

6

3

-

=

´

+

´

+

´

+

´

-

+

´

-

+

´

-



[image: image375.wmf]=

u


[image: image376.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

;

05

,

0

40

4

2

12

1

14

0

2

1

4

2

4

3

-

=

´

+

´

+

´

+

´

-

+

´

-

+

´

-



[image: image377.wmf]
[image: image378.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

45

,

3

40

10

4

10

1

4

0

2

1

8

4

6

9

2

=

´

+

´

+

´

+

´

+

´

+

´

=

v



[image: image379.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

05

,

2

40

4

4

12

1

14

0

2

1

4

4

4

9

2

=

´

+

´

+

´

+

´

+

´

+

´

=

u


Среднеквадратичные отклонения для условных вариантов, согласно формулам (7.8) и (7.9) будут равны:

[image: image380.wmf];
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[image: image381.wmf].
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Рассчитаем выборочный коэффициент корреляции для условных вариантов по формуле (7.7) в следующей последовательности:
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Средние значения:
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Подставим полученные значения в уравнение прямой регрессии 
у на х:
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Теперь рассчитаем средние фактические значения yx для каждого из интервалов:
уx=0,1 = (12,5·4) / 4 = 12,5;
ух=0,3 = [(12,5·4)+(17,5·2)] / 4 = 15,0;
ух=0,5 = (22,5·2) / 2 = 22,5;
ух=0,7 = [(17,5·6)+(27,5·4)+(32,5·4)] / 14 = 24,64;
ух=0,9 = [(32,5·6)+(37,5·6)] / 12 = 35,0;
ух=1,1 = (37,5·4) / 4 = 37,5.
Подставляя в полученное уравнение прямой регрессии значения х, вычислим теоретические значения yx для каждого из интервалов:
ух=0,1 = (30,18·0,1)+5,92 = 8,94;
ух=0,3 = (30,18·0,3)+5,92 = 14,97;
ух=0,5 = (30,18·0,5)+ 5,92 = 21,01;
ух=0,7 = (30,18·0,7)+ 5,92 = 27,05;
ух=0,9 = (30,18·0,9)+ 5,92 = 33,08;
ух=1,1 = (30,18·1,1)+ 5,92 = 39,12.
При сравнении теоретических и фактических значений они оказались близки друг к другу и соответствуют интервалам, в которых находятся.

7.2.
Задачи для самостоятельного решения.
Задача № 1. При поверке амперметра методом сличения поверяемый прибор показал 5 А, а образцовый — 5,12 А. Нормирующее значение шкалы поверяемого прибора 10 А. Принимая показания образцового прибора за действительное значение тока, найти абсолютную и приведенную погрешности поверяемого прибора и присвоить ему класс точности, считая найденную погрешность наибольшей.
Задача № 2. В результате поверки вольтметра методом сличения получены значения, приведенные в таблице. Определить класс точности поверяемого вольтметра, если предел его измерения 150 В, а показания образцового вольтметра приняты за истинное значение измеряемой величины.

Таблица
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	U0, В
	U, В
	U0, В
	U, В
	U0, В
	U, В
	U0, В
	U, В
	U0, В
	U, В

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	30
	28,5
	200
	198
	200
	198
	1
	1,2
	20
	19

	50
	49,2
	300
	302
	300
	300
	2
	1,97
	40
	38

	75
	78
	400
	405
	400
	403
	3
	3,11
	60
	60,9

	100
	102
	500
	496
	500
	496
	4
	4,3
	80
	79

	150
	145
	600
	598
	600
	589
	5
	4,79
	100
	101


Задача № 3. Определить класс точности миллиамперметра с конечным значением измерения тока 0,5 мА для измерения тока в диапазоне от 0,1 до 0,5 мА так, чтобы относительная погрешность измерения тока 
не превышала 1 %.
Задача № 4. Проведена серия экспериментов с магнитоэлектрическим вольтметром, предел измерения которого равен Un. Были получены показания U1n. Найти абсолютную и относительную максимально допустимые погрешности прибора, а также его класс точности, считая среднее арифметическое значение измерений действительным значением напряжения. Результаты измерений приведены в таблице.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	U1n , В
	150,149, 149,152, 151
	303, 300, 301,298, 299
	302,301, 298, 297, 300
	75, 78, 77, 74,75
	50,51,49, 48, 50

	Un , В
	150
	300
	300
	75
	50


Задача № 5. Вольтметром была проведена серия измерений, в результате которых получены следующие пары показаний: 50 - 54, 64 - 60, 
68 - 71, 80 - 78, 91 - 92 и 104 - 98 (В). Количество делений в шкале - 100, а предел измерения равен 100 В. Найти вариацию показаний прибора для каждого измерения, если действительные значения шкалы прибора равны, соответственно: 50, 60, 70, 80, 90 и 100 (В). Оценить приведенную погрешность, учитывая, что прибор безнулевой и имеет класс точности 2.5.
Задача № 6. Электродинамический ваттметр имеет пределы измерения по току 2,5; 5; 7,5 и 10 А и по напряжению 75, 150, 300 и 600 В. Число делений в шкале равно 150. Определить цену деления ваттметра для своего варианта в соответствии с данными таблицы.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	In , А
	2,5
	5
	7,5
	10
	2,5

	Un , В
	75 и 150
	150 и 300
	300 и 600
	600 и 75
	75 и 300


Задача № 7. Амперметр, имеющий два предела измерений – 2,5 и 5 А и одностороннюю шкалу на n делений, включен во вторичную обмотку трансформатора тока. Определить цену деления амперметра СА, если коэффициент трансформации Ki соответствует представленному в таблице.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	Ki
	50/5
	100/5
	50/2
	100/2
	200/5

	n
	50
	100
	150
	50
	100


Задача № 8. Ток через резистор сопротивлением 8 Ом составляет 2,4 А. При измерении напряжения на этом резисторе вольтметр показал 19,9 В. Определить абсолютную и относительную погрешности измерений сопротивления.
Задача № 9. При поверке амперметра с классами точности К и пределами измерения In, приведенными в таблице, относительная погрешность измерения I1 составила 4,5 %. Определить соответствие прибора указанному классу точности, если абсолютная погрешность в этой точке имеет наибольшее значение.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	In , А
	5
	10
	50
	100
	400

	I1, A
	3
	8
	43
	78
	267

	К
	0,5
	1,0
	1,5
	2,5
	4,0


Задача № 10. Определить класс точности микроамперметра с двусторонней шкалой и пределом измерения In (см. данные таблицы), если наибольшее значение абсолютной погрешности при измерении I1 и равно ΔI. Определить относительную погрешность прибора для этого значения.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	In , мкА
	100
	10
	50
	100
	400

	I1, мкA
	40
	8
	43
	78
	267

	ΔI, мкА
	1,7
	2,4
	1,2
	3,2
	2,8


Задача № 11. Необходимо измерить ток I. Имеются два амперметра: первый с классом точности γ1 имеет верхний предел измерения I1, а у другого с классом точности γ2 верхний предел измерения I2 (см. данные таблицы). Определить у какого прибора предел допускаемой относительной погрешности меньше и какой прибор лучше использовать для измерения тока I.

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	I, А
	4
	5
	10
	26
	2

	I1, А
	20
	15
	25
	50
	5

	γ1
	0,5
	0,5
	0,1
	0,2
	0,5

	I2, А
	5
	10
	15
	30
	2,5

	γ2
	1,5
	1,5
	1,5
	1,5
	1,5


Задача № 12. Произведен ряд измерений напряжения на резисторе. Среднеквадратическое отклонение результата составляет σ (мВ), закон абсолютной погрешность распределена по нормальному закону, а систематическая погрешность равна нулю (см. данные таблицы).

1. Найти вероятность того, что результат измерения отличается от истинного значения напряжения не более, чем на Δ1 = Δ2 (мВ).

2. Определить вероятность того, что результат измерения отличается от истинного значения напряжения не более чем на Δ при условии, что систематическая погрешность составит не более Δс (мВ).

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	σ , мВ
	40
	50
	30
	30
	40

	Δ1 = Δ2 , мВ
	140
	120
	60
	100
	80

	Δс , мВ
	20
	30
	20
	10
	30


Задача № 13. Результат измерения тока содержит случайную погрешность, распределенную по нормальному закону, среднеквадратическое отклонение равно σ, систематическая погрешность равна нулю (см. данные таблицы). Какова вероятность того, что погрешность превысит по абсолютной величине Δ?

Таблица
	Параметр
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5

	σ , мА
	4
	8
	4
	2
	3

	Δ , мА
	12
	16
	10
	4
	9


Задача № 14. Результат измерения мощности содержит случайную погрешность, распределенную по нормальному закону, СКО равно 100 мВт, а систематическая погрешность - 50 мВт. 

1.
Найти вероятность того, что результат измерения (неисправленный) превысит истинное значение мощности.

2.
Найти вероятность того, что истинное значение мощности отличается от результата измерения (неисправленного) не более, чем 
на 150 мВт.
Задача № 15. В лаборатории проводилась поверка амперметра с пределом измерения 10 А. При поверке деления 5 А были получены результаты, приведенные в таблице. Считая, что погрешность распределена по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием, надо определить вероятность того, что погрешность не превышает 0,1 А, а также среднеквадратическую погрешность метода измерения.

Таблица
	№
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	I , А
	5,1
	4,9
	5,1
	5,0
	5,2
	5,1
	5,3
	5,2
	4,9
	4,8


Задача № 16. В результате поверки амперметра установлено, что 70 % погрешностей результатов измерений, произведенных с его помощью, не превосходит ±20 мА. Считая, что погрешность распределена по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием, надо определить среднеквадратическую погрешность.

Задача № 17. В результате поверки амперметра установлено, что 80 % погрешностей результатов измерений, произведенных с его помощью, не превосходит ±20 мА. Считая, что погрешности распределены по равномерному закону с нулевым математическим ожиданием, надо найти вероятность того, что погрешность результата измерений превзойдет 
± 40 мА.

Задача № 18. Для промышленных образцов электротехнической стали проводилось определение магнитных потерь при помощи дифференциального ваттметрового способа. Сталь марки Ст3 дала следующий ряд значений потерь: 1,21; 1,17; 1,18; 1,13; 1,19; 1,14; 1,20 и 
1,18 Вт/кг. Считая закон распределения результатов нормальным, а систематическую погрешность равной нулю, надо определить доверительный интервал для вероятностей Р1=0,9 и Р2=0,95, используя для этого распределение Стьюдента.

Задача № 19. Погрешности результатов измерений, проведенных при помощи амперметра, распределены по нормальному закону, а среднеквадратическое отклонение составляет 20 мА. Пренебрегая систематической погрешностью, определить сколько независимых измерений необходимо сделать, чтобы хотя бы для одного из них погрешность не превосходила ± 5 мА с вероятностью Р ≥ 0,95?

Задача № 20. Проведен ряд независимых измерений напряжений, в результате чего получены следующие результаты: 3790, 3805, 3832, 3781 и 3842 В. Систематическая погрешность равна нулю. Симметричный доверительный интервал соответствует доверительной вероятности Р=0,95. 
Надо: 
-
определить истинное значение измеряемого напряжения, СКО и среднеквадратическую погрешность метода измерения. 
-
оценить систематическую погрешность и СКО, если истинное значение напряжения известно и равно 3805 В; 
-
определить доверительную вероятность того, что истинное значение измеряемого напряжения отличается от среднего не более, чем на 30 В;

-
записать результаты измерений для доверительных вероятностей Р1=0,95 и Р2=0,99.

Задача № 21. Определить критерий Фишера для 2 серий измерений тока:

1 серия:
50, 49, 52, 48, 51, 53 (А);

2 серия:
49, 51, 50, 52, 53, 59 (А);

Задача № 22. Определить критерий Фишера для 3 серий измерений сопротивлений номиналом 100 Ом:

1 серия:
100, 98, 101, 102, 99, 103 (А);

2 серия:
99, 102, 101, 102, 103, 98 (А);

3 серия:
104, 100, 101, 103, 102, 98 (А).
Задача № 23. При измерении падения напряжения на участке электрической цепи получены результаты, приведенные в таблице. Используя критерий 3σ надо найти и отбросить грубые ошибки измерений.
Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Ui , В
	228
	224
	250
	230
	220
	190
	210
	222
	225
	215


Задача № 24. При измерении длины измерительного кабеля получены результаты, приведенные в таблице. Используя критерий 3σ надо найти и отбросить грубые ошибки измерений.
Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Li , мм
	101
	100
	120
	98
	103
	102
	101
	99
	110
	105


Задача № 25. Используя критерий Шарлье, найти и отбросить грубые ошибки, допущенные при измерении напряжения аккумуляторной батареи, результаты которых приведены в таблице.

Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	Ei , В
	6,1
	6,0
	6,8
	6,3
	6,2
	6,1
	6,3
	6,0
	6,2
	6,4
	6,2
	6,1
	6,5
	6,1
	6,0
	6,1
	6,1
	6,2
	6,0
	6,3


Задача № 26. При измерении сопротивления заземления получены результаты, приведенные в таблице. Используя критерий Шарлье, найти и отбросить грубые ошибки, допущенные при измерении.

Таблица

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	Ri , Ом
	1,5
	1,6
	1,4
	1,6
	1,5
	1,4
	1,3
	1,7
	1,5
	1,4
	1,6
	1,5
	1,5
	1,6
	1,4
	1,5
	1,6
	1,2
	1,5
	1,5


Задача № 27. При измерении тока в электрической цепи получены результаты, представленные в таблице. Используя критерий Диксона найти и отбросить грубые погрешности измерений.
Таблица
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Ii , мА
	49
	46
	48
	47
	50
	65
	52
	51
	54
	53


Задача № 28. При измерении падения напряжения на участке электрической цепи получены результаты, представленные в таблице. Построить вариационный ряд результатов измерений, найти и отбросить грубые погрешности измерений, используя критерий Диксона.
Таблица
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Ui , В
	209
	206
	208
	207
	210
	214
	212
	211
	225
	213


Задача № 29. Проверить правильно ли записан результат измерения тока – I = (50,425±0,1) А при Р=0,95. Если нет, то записать правильно.

Задача № 30. Результат измерения напряжения U = 174,437 В округлить до: 

-
четырех значащих цифр;

-
пяти значащих цифр.
Задача № 31. Результат измерения температуры Т = 23,35 ºС  округлить до трех значащих цифр.
Задача № 32. Результат измерения температуры Т = 23,45 ºС  округлить до трех значащих цифр.
Задача № 33. Результаты измерения сопротивлений 10 резисторов, выбранных случайным образом из партии в 1000 шт, приведены в таблице. Пользуясь критерием Колмогорова, необходимо проверить гипотезу о том, что величина Xi подчиняется нормальному закону с 
[image: image391.wmf]Х

= 40,5 Ом, а σ ≤ 0,5 Ом при уровне значимости α = 0,05.

Таблица
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Xi , Ом
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45

	ni
	19
	50
	87
	140
	190
	210
	130
	100
	35
	15


Задача № 34. При производстве шариков для подшипников обследовалась партия в 1000 шт. Путем случайного отбора было выбрано 100 шариков, данные о размерах которых приведены в таблице. При уровне значимости α = 0,1 необходимо проверить гипотезу о нормальном распределении данных с помощью критерия Колмогорова.

Таблица
	Середина интервала Хi , мм
	26
	29
	32
	35
	38
	41
	47
	50
	53

	ni
	1
	3
	10
	16
	22
	24
	14
	8
	2


Задача № 35. В распоряжении лаборанта имеется 200 конденсаторов с номинальной емкостью 4,1 пФ. Необходимо:

-
определить при помощи критерия Пирсона согласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности с результатами измерения емкости при уровне значимости α = 0,05; 
-
построить график теоретического распределения результатов, представленных в таблице.

Таблица
	Сi , пФ
	3,2
	3,4
	3,6
	3,8
	4,0
	4,2
	4,4
	4,6
	4,8
	5,0

	ni
	1
	5
	4
	18
	86
	62
	14
	6
	3
	1


Задача № 36. Из сменного задания рабочего выбрано 200 метчиков. Их размер проверялся с точностью до 10-3 м. В таблице приведены отклонения размеров от номинального размера, разбитые на варианты, и частоты, соответствующие им. При помощи критерия Пирсона надо определить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении с теоретическими данными.

Таблица
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Xi - Xi+1
	(-20) – 
(-15)
	(-15) – 
(-10)
	(-10) – 
(-5)
	(-5) – 0
	0 – 5
	5 – 10
	10 – 15
	15 – 20
	20 – 25
	25 – 30

	ni
	7
	11
	15
	24
	49
	41
	26
	17
	7
	3

	pi
	0,035
	0,055
	0,075
	0,120
	0,245
	0,205
	0,130
	0,085
	0,035
	0,015


Задача № 37. Установка напыления меди настроена на получение слоя толщиной 13·10-3 см. Результаты напыления приведены в таблице. Определить согласуется ли гипотеза о нормальном распределении полученных результатов с теоретическим распределением при помощи критерия Пирсона при уровне значимости α = 0,05.

Таблица
	Xi ·10-3, см
	5
	7
	9
	11
	13
	15
	17
	19
	21

	ni
	15
	26
	25
	30
	26
	21
	24
	20
	13


Задача № 38. В таблице приведены границы отклонения внешних диаметров сопротивлений величиной 10 Ом. Используя критерий Пирсона, надо проверить гипотезу о согласии наблюдений с нормальным законом распределения при уровне значимости α = 0,05.
Таблица
	Интервалы Xi
	0-5
	5-10
	10-15
	15-20
	20-25

	ni
	15
	75
	100
	50
	10

	pi
	0,06
	0,3
	0,4
	0,2
	0,04


Задача № 39. Результаты лабораторных испытаний прочности металлических канатов диаметром 13 мм приведены в таблице, где 
Xi - сумма разрывных усилий отдельных проволок, из которых свит канат, а Yj - разрывное усилие всего каната. Надо составить корреляционную таблицу, разбив весь интервал на 6 частей, и вычислить коэффициент корреляции.
Таблица
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj

	13360
	11350
	13900
	11500
	14630
	11640

	13860
	11400
	14140
	11540
	14080
	11450

	13650
	11400
	14240
	11450
	14350
	11450

	14400
	11560
	14250
	11465
	14210
	11400

	14350
	11500
	14020
	11400
	14120
	11510


Задача № 40. На металлургическом заводе исследовалась зависимость предела прочности стали от предела текучести. Результаты замера прочности Xi и текучести Yj  приведены в таблице. Надо: 

-
составить корреляционную таблицу и вычислить коэффициент корреляции, разбив данные на 6 интервалов;

-
проверить нулевую гипотезу о том, что коэффициент корреляции равен нулю при уровне значимости α = 0,025.
Таблица
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj

	77
	81
	64
	49
	129
	100

	96
	77
	66
	60
	145
	95

	86
	76
	81
	54
	142
	206

	92
	86
	57
	40
	120
	118

	98
	53
	86
	61
	95
	109

	53
	47
	80
	68
	107
	107

	63
	36
	87
	88
	133
	120

	80
	40
	163
	145
	140
	114


Задача № 41. В результате измерений отклонения от номинального значения высоты сердечника трансформатора Xi, и его толщины Yj получены результаты, приведенные в таблице. Необходимо:

-
составить для них корреляционную таблицу и определить коэффициент корреляции; 
-
проверить гипотезу об отсутствии корреляционной связи.
Таблица
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj
	Xi
	Yj

	0,9
	– 0,3
	0,77
	– 0,28
	1,32
	0,37

	1,22
	0,1
	1,3
	0,25
	0,95
	– 0,7

	1,32
	0,7
	1,2
	0,02
	0,45
	0,55

	1,3
	0,35
	1,2
	0,32
	1,1
	0,48


Задача № 42. Диаметр металлического стержня Yj и величина его электрического сопротивления Xi связаны уравнением прямой регрессии (см. таблицу). Надо определить параметры уравнения, перейдя к условным вариантам.

Таблица
	Xi             Yj
	1
	2
	3
	4
	пу

	1
	1
	-
	-
	-
	1

	2
	2
	1
	-
	-
	3

	3
	1
	2
	1
	-
	4

	4
	-
	1
	2
	1
	4

	5
	-
	-
	1
	2
	3

	nх
	4
	4
	4
	3
	15


Задача № 43. В результате лабораторных испытаний исследовалась зависимость емкости плоского конденсатора Xi от площади пластин Yj (см. таблицу). Надо найти уравнение прямой регрессии X на Y, перейдя к условным вариантам.

Таблица
	Xi          Yj
	65
	95
	125
	155
	185
	215
	пу

	3,5
	5
	-
	-
	-
	-
	-
	5

	4
	4
	12
	-
	-
	-
	-
	16

	4,5
	-
	8
	5
	4
	-
	-
	17

	5
	-
	1
	5
	7
	2
	-
	15

	5,5
	-
	-
	-
	-
	1
	1
	2

	nх
	9
	21
	10
	11
	3
	1
	55


Задача № 44. В результате лабораторных испытаний диода Д226Е были получены данные зависимости величины напряжения в прямом направлении Xi от величины тока в прямом направлении Yj, представленные в таблице. Надо:
-
определить параметры уравнения регрессии и установить по нему степень корреляционной связи; 
-
найти теоретическое значение 
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.

Таблица
	Xi
	1,2
	1,8
	3,1
	4,9
	5,7
	7,1
	8,6
	9,8

	Yj
	4,5
	5,9
	7,0
	7,8
	7,2
	6,8
	4,5
	2,7


Задача № 45. В ремонтной мастерской в наличии имеется 120 диодов, основные характеристики которых приведены в таблице (X - средневыпрямленный прямой ток, Y - импульсное напряжение). Надо определить параметры уравнения регрессии, а также фактические и теоретические значения yx для каждого из интервалов.
Таблица
	Xi         Yj
	0-40
	40-80
	80-120
	120-160
	160-200
	200-240
	240-280
	280-320
	пу

	75
	4
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	7

	100
	6
	-
	-
	-
	2
	-
	-
	-
	8

	150
	-
	8
	-
	-
	-
	-
	-
	3
	11

	200
	-
	-
	6
	12
	-
	-
	-
	-
	18

	250
	3
	-
	-
	20
	18
	10
	8
	-
	59

	300
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	6
	11
	17

	nх
	13
	8
	6
	35
	20
	10
	14
	14
	120


Задача № 46. Для задачи № 36 необходимо проверить нулевую гипотезу о равенстве нулю коэффициента корреляции генеральной совокупности при уровне значимости α = 0,15 и доказать отсутствие корреляционной связи.
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Приложение 1
Значения функции Ф(Х) = 
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	0,01
	0,0040
	0,44
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	0,4633
	2,44
	0,492700

	0,08
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	0,09
	0,0359
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	0,1985
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	1,81
	0,4649
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	0,0398
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	0,2019
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	0,0438
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	0,2054
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	0,494100

	0,12
	0,0478
	0,55
	0,2088
	0,98
	0,3365
	1,41
	0,4207
	1,84
	0,4671
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	0,13
	0,0517
	0,56
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	0,99
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	1,42
	0,4222
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	0,17
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	0,2281
	1,04
	0,3508
	1,47
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	1,90
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	2,66
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	0,19
	0,0753
	0,62
	0,2324
	1,05
	0,3531
	1,48
	0,4306
	1,91
	0,4719
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	0,20
	0,0793
	0,63
	0,2357
	1,06
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	1,49
	0,4319
	1,92
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	2,7
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	0,21
	0,0832
	0,64
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	1,07
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	0,22
	0,0871
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	0,2422
	1,08
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	0,4345
	1,94
	0,4738
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	0,496900

	0,23
	0,0910
	0,66
	0,2454
	1,09
	0,3621
	1,52
	0,4357
	1,95
	0,4744
	2,76
	0,497100

	0,24
	0,0948
	0,67
	0,2486
	1,10
	0,3643
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	0,2517
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	1,27
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	1,70
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	2,26
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	0,3023
	1,28
	0,3997
	1,71
	0,4564
	2,28
	0,4887
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	0,43
	0,1664
	0,86
	0,3051
	1,29
	0,4015
	1,72
	0,4573
	2,30
	0,4893
	
	


Приложение 2

Закон распределения Стьюдента

	t
	k-1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	10
	∞

	0,0
	0,500
	0,500
	0,500
	0,500
	0,500
	0,500
	0,50000

	0,2
	0,563
	0,570
	0,573
	0,574
	0,575
	0,577
	0,57926

	0,4
	0,621
	0,636
	0,642
	0,645
	0,647
	0,651
	0,65542

	0,6
	0,672
	0,695
	0,705
	0,710
	0,713
	0,719
	0,72545

	0,8
	0,715
	0,746
	0,759
	0,766
	0,770
	0,779
	0,78814

	1,0
	0,750
	0,789
	0,804
	0,813
	0,818
	0,830
	0,84134

	1,2
	0,779
	0,824
	0,842
	0,852
	0,858
	0,871
	0,88493

	1,4
	0,803
	0,852
	0,872
	0,883
	0,890
	0,904
	0,91924

	1,6
	0,822
	0,875
	0,896
	0,908
	0,915
	0,930
	0,94520

	1,8
	0,839
	0,893
	0,915
	0,927
	0,934
	0,949
	0,96407

	2,0
	0,852
	0,908
	0,930
	0,942
	0,949
	0,963
	0,97725

	2,2
	0,864
	0,921
	0,942
	0,954
	0,960
	0,974
	0,98610

	2,4
	0,874
	0,931
	0,952
	0,963
	0,969
	0,981
	0,99180

	2,6
	0,883
	0,938
	0,960
	0,970
	0,976
	0,987
	0,99534

	2,8
	0,891
	0,946
	0,966
	0,976
	0,981
	0,991
	0,99744

	3,0
	0,898
	0,952
	0,971
	0,980
	0,985
	0,993
	0,99865

	3,2
	0,904
	0,957
	0,975
	0,984
	0,988
	0,995
	0,99931

	3,4
	0,909
	0,961
	0,979
	0,986
	0,990
	0,997
	0,99966

	3,6
	0,914
	0,965
	0,982
	0,989
	0,992
	0,998
	0,99984

	3,8
	0,918
	0,969
	0,984
	0,990
	0,994
	0,998
	0,99993

	4,0
	0,992
	0,971
	0,986
	0,992
	0,995
	0,999
	0,99997


Приложение 3

Значения критерия Пирсона
	r
	р

	
	0,5
	0,3
	0,2
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	0,001

	1
	0,455
	1,074
	1,642
	2,71
	3,84
	5,41
	6,64
	10,83

	2
	1,386
	2,410
	3,220
	4,60
	5,99
	7,82
	9,21
	13,82

	3
	2,370
	3,660
	4,640
	6,25
	7,82
	9,84
	11,34
	16,27

	4
	3,360
	4,880
	5,990
	7,78
	9,49
	11,67
	13,28
	18,46

	5
	4,350
	6,060
	7,290
	9,24
	11,07
	13,39
	15,09
	20,50

	6
	5,350
	7,230
	8,560
	10,64
	12,59
	15,03
	16,81
	22,50

	7
	6,350
	8,380
	9,800
	12,02
	14,07
	16,62
	18,48
	24,30

	8
	7,340
	9,520
	11,03
	13,36
	15,51
	18,17
	20,10
	26,10

	9
	8,340
	10,66
	12,24
	14,68
	16,92
	19,68
	21,70
	27,90

	10
	9,340
	11,78
	13,44
	15,99
	18,31
	21,20
	23,20
	29,60

	11
	10,34
	12,90
	14,63
	17,28
	19,68
	22,60
	24,70
	31,30

	12
	11,34
	14,01
	15,81
	18,55
	21,00
	24,10
	26,20
	32,90

	13
	12,34
	15,12
	16,98
	19,81
	22,40
	25,50
	27,70
	34,60

	14
	13,34
	16,22
	18,15
	21,10
	23,70
	26,90
	29,10
	36,10

	15
	14,34
	17,32
	19,31
	22,30
	25,00
	28,30
	30,60
	37,70

	16
	15,34
	18,42
	20,50
	23,50
	26,30
	29,60
	32,00
	39,30

	17
	16,34
	19,51
	21,60
	24,80
	27,60
	31,00
	33,40
	40,80

	18
	17,34
	20,60
	22,80
	26,00
	28,90
	32,30
	34,80
	42,30

	19
	18,34
	21,70
	23,90
	27,20
	30,10
	33,70
	36,20
	43,80

	20
	19,34
	22,80
	25,00
	28,40
	31,40
	35,00
	37,60
	45,30

	21
	20,30
	23,90
	26,20
	29,60
	32,70
	36,30
	38,90
	46,80

	22
	21,30
	24,00
	27,30
	30,80
	33,90
	37,70
	40,30
	48,30

	23
	22,30
	26,00
	28,40
	32,00
	35,20
	39,00
	41,60
	49,70

	24
	23,30
	27,10
	29,60
	33,20
	36,40
	40,30
	43,00
	51,20

	25
	24,30
	28,20
	30,70
	34,40
	37,70
	41,70
	44,30
	52,60

	26
	25,30
	29,20
	31,80
	35,60
	38,90
	42,90
	45,60
	54,10

	27
	26,30
	30,30
	32,90
	36,70
	40,10
	44,10
	47,00
	55,50

	28
	27,30
	31,40
	34,00
	37,90
	41,30
	45,40
	48,30
	56,90

	29
	28,30
	32,50
	35,10
	39,10
	42,60
	46,70
	49,60
	58,30

	30
	29,30
	33,50
	36,20
	40,30
	43,80
	48,00
	50,90
	59,70


Приложение 4

Значения критерия Колмогорова
	α
	0,500
	0,400
	0,300
	0,200
	0,100
	0,050
	0,020
	0,010
	0.001

	λα
	0,828
	0,895
	0,974
	1,073
	1,224
	1,358
	1,510
	1,627
	1,950
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